GROUPE DES PERMUTATIONS D'UN ENSEMBLE FINI - APPLICATIONS
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3.3. Déterminants

Rappels:
L'ensemble S, des bijections de [ 1, n] dans lui méme est un groupe pour laloi de composition des applications :

S =Bij[1,n] et|S|=n!
Soit X = {X;1 ; X2 ; ... ; X} un ensemble de cardinal n. L'ensemble Bij(X) des bijections de X dans lui méme est
aussi un groupe pour laloi de composition des applications qui est appel € groupe des permutations de X.
Ce groupe Bij(X) est isomorphe au groupe symétrique S..
Par la suite, on travaillera donc avec S.
Soit o 0 S, on note a(X) I'image de x 0 [1, n].

Une permutation o est entiérement déterminée par la donnée des o(x) pour tout x 0 [1, n].

1 2 n
On présente souvent une permutation sous la notation suivante : @ =( ]
o) o2 - on)

Legroupe S, est non commutatif désque n = 3. (Par exemple (1, 2)(2,3) =(1, 2, 3) et (2, 3)(1, 2) = (1, 3, 2))
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1. Orbites et cycles

1.1. Propriété - Définition
Soito O S,

Larelation R, définie sur [1, n]z par: XRyy = [hOZ, y=0d"(X)

est une relation d'équivalence.

Ses classes d'équivalences sont appel ées |es orbites suivant o ou g-orbites.

On note Orb. 4> (X) = {a"(X), n O Z} lac-orbite de x (i.e. la classe d'équivalence de x pour larelation Ry)

Démonstration de la propriété :

« Laréflexivité découle dela propriété ¢° = Id.
» Lasymétrie provient du fait que " est une bijection d'inverse g ™.
» Letranstivité est une conséquence des regles de composition des applications.

1.2. Remargues sur les orbites:

* Xet a(x) sont dansla méme o-orbite.
» S x ety sont dans des g-orbites différentes, alorsil n'existe pas d'entier ntel quey = 6"(x).
+ les o-orbites étant des classes d'équivalences, elles forment donc une partition de [ 1, n].

» Deux permutations o et o' différentes peuvent avoir les mémes orbites ! Considérer, par exemple, dans S :

1 2 3 1 2 3
o= et o=
(2 3 1] (3 1 2]

pour lesquellesil n'y aqu'une seule orbite, asavoir {1; 2 ; 3}

* Uneorbite réduite a un élément est dite "triviale". Il y aautant d'orbites triviales que de points fixes par o.

En effet, § x est fixe par g, alors Orb. - (X) = {0"(X), n O Z} ={x}.

1.3. Définition Cycle
On dit qu'une permutation o [1 S, est un cycle sil existe une seule g-orbite O non triviale (i.e. card O > 1)

Sil enest aing, le cardinal de O sappelle lalongueur du cycle ¢ et O en est le support.

Exemples:
Dans S :
. 1 2 3 45
» Considérons: o=
2 5 3 4

Ona: Orb<ys (1) ={1; 2; 5}, Orbc > (3) ={3}, Orb< s> (4) ={4}. o est donc un cycle.
Comme card O = 3, on dit que 0 est un 3-cycleet onlenote o = (1, 2, 5).

Lesupport dec est : Supp(o) ={1; 2; 5}
- 12 3405
» Considérons: cr:( J
2 145 3

Ona:

Orb<ys (1) ={1; 2}, Orby- (3) ={3; 4; 5}. 0 n'est pasun cycle. (On verraque o = (1, 2)(3, 4, 5))
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1.4. Remarques sur les cycles:

» Chague r-cycle sécrit de r fagons différentes.
+ Unr-cyclecestdordrer (cest-a-direc’ =1d)

» Un 2-cycle sappelle une transposition et un n-cycle une permutation circulaire.

1.5. Remargues sur |e support :

+ Lesupport dunr-cycle (as, O, ..., o) est I'ensemble {a; 05 ; ... ; o} O [1;n].
» Plus généralement, on peut définir le support pour toute permutation ¢ O S, par :
Suppo ={x0[1;n] telsque o(x) # x}

(Ensemble des éléments dérangés par o)
On remarquera que : xUOSuppo = o(x) O Supp o.
(o est injective donc o(x) # x entraine o(o(x)) # a(x))

Dansle cas d'un cycle, le support coincide avec I'unique orbite non triviae.

1.6. Proposition
Deux cycles g et @' a supports digoints commutent.

Démonstration :

Notons Sle support de o et S le support de o'
« SixO[1;n]\SOS dors a(a'(x)) =0'(a(x)) = x.

 Six[OSdorso(x) 0Set commeSet S sont digoints, X, a(x) 0S d'ot o(c'(X)) = 6(X) et o'(a(X)) = o(X).
* Lecasoux S estanaogue.

Danstouslescas o et o' commutent.

1.7. Proposition
Toute permutation o O S, \ Id sécrit de fagon unique (a l'ordre pres des facteurs) o = ¢,c; ... ¢, ou les ¢; sont des

cycles a supports digoints (deux a deux).

Démonstration :

L'idée générale est que I'ensemble des o-orbites est une partition de S, et que chaque o-orbite (non triviale)
définit un cycle.

Formalisons :

Soito 00§\ 1d.

Existence:

Notons A, Ay, ... A, les o-orbites. Onadonc :
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[1,n]=A,0A; O ... 0 A (union digointe)

o(x) s xOA

Pour tout i O |1, r |, définissons ¢; par : .(X) = .
[1.r] Gp Gi(%) {szm

Alors ¢ est soit I'identité, soit un cycle car :

XOA = Orb.. . (X) ={x} (carxestfixe par c)

xOA = Orb,»()={c (), kOZ} ={0*(x), kO Z} =Orb.os () = A

(Car, s x O A aorsa(x) O A, donc ¢?(X) = 6(a(X)) = 6%(x), donc par récurrence facile : c¥(x) = o(x))

Donc il y aau plus une ¢-orbite non réduite a un éément, ce qui prouve bien que ¢; est I'identité ou un cycle.

Enfin, posons : S=CiCy ... G

Montrons que s = @. Soit x [ |1, n]. Notonsi l'unique indice tel quex O A,

Onaalors: O #i,6(¥) =x et c(x) =0(x)
Enoutre: 0j #1, ¢(o(x)) =a(x) car o(x) OA
D'ou s(X) = 6(X)
Cest-&dire: s=go

Enfin, on retire du produit les éventuels ¢; qui sont I'identité pour obtenir aprés réindexation :
0 =0C;...G

Unicité :

Supposons que d;, ..., dy sont des cycles a supports disjoints tels que :
0=0d;..0dg

Soitj O [1, g]. Soit x un éément du support B; de d,.

Comme les supportsde dy, ... , dy sont digjoints deux a deux, seul d; a un effet sur x :

a(x) = di(x)
Donc, par récurrence : Ok 0 Z, o"x) = d}‘(x)
Cest-a-dire : Orbes>(x) = Orb. 4 > (X) =B,

Donc By, ..., B, sont les g-orbites, donc g = p et pour tout i O [1, p] on &, viaune réindexation :

B =A
Donc : d =g
Ce qui prouve l'unicité.
Exemple:

0—(12345
2145 3

] =(1,2)(3,4,5
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1.8. Corollaire
SoitnON,n> 2,
1) S, est engendré par les transpositions.

2) S, est engendré par lesn — 1 transpositions:
(1,i) ot i O[2,n]
3) S est engendré par lesn — 1 transpositions :

(i,i+1) ouid[1,n-1]

Note : on a plus l'unicité et les transpositions ne sont pas forcément a supports digoints. Cependant le nombre

detranspositionsest a paritéfixe.
Démonstration :
1) Il suffit de le démontrer pour un cycle. Par récurrence immédiate sur lalongueur r.
On considere la propriété :
H, : tout r-cycle (ay, Oy, ..., O;) Sécrit 14T, ... Tr—1
oulest; (1 <i<r-1)sont destranspositions
On aH, car un 2-cycle est une transposition.
Supposons : H, pour un certain entier r.

Soit ¢ = (B4, B2, ..., Br+1) Un cycle de longueur r + 1.
On remarque : €= (B, Br+1)(B1, B2, -, Br)-

Retenir qu'un r-cycle peut
Sécrire comme un produit de

r — 1 transpositions.

or, (B, Ba ..., Br) est un cycle de longueur r, donc peut (par hypothese de récurrence) sécrire 14115 ... T;.

Posons T = (B4, Br+1)- Onadonc c =1 14T ... Ty, CE QUi €St H,.3.
D'oli 1).
2) |l suffit de remarquer que toute transposition (i, j) peut sécrire:
(i,) =@ DA N )
3) Par récurrence. Soit (i, j) une transposition.
On considere la propriété :

O (k) : toute transposition (p, g) avec |p — g| < k sécrit comme un
produit de transpositions du type (i,i +1) ot i O [1,n—1]
Onall (1). (Latransposition (p, p + 1) est déja du type souhaité)
Montrons que, pour tout k 0 [1,n— 2], ona: 0 (k)= 0O (k+1)

Soit (p, ) une transposition telleque p — g < k+ 1.
On remarque que:: (P.a)=(PEa-1@-LapEq-1)

Or, par hypothése de récurrence, la transposition (p, q — 1) sécrit comme un produit de transpositions du type

(i,i+1) ouiO[1,n-1].

Il en est donc de méme pour latransposition (p, g). D'ou O (k + 1).
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D'aprés |e principe de raisonnement par récurrence, on en déduit 3).

Exemple::
DansS; :
(3, 7=(1, 71317
(3.7)=(3,6)(6, 7)(3, 6) = (3, 5)(5, 6)(3, 5)(6, 7)(3, 5)(5, 6)(3, 5) = (3, 5)(5, 6)(6, 7)(5, 6)(3, 5)
(3,7) = (3, 4)(4, 5)(3, 4)(5, 6)(6, 7)(5, 6)(3, 4)(4, 5)(3, 4) = (3, 4)(4, 5)(5, 6)(6, 7)(5, 6)(4, 5)(3, 4)

2. Signature d'une permutation. Groupe alterné

2.1. Définition Signature d'une permutation
Soit 0 O S,. On appelle signature de o I'entier noté sgn(o) et défini par :

sgn(o) = (-1)* ou k est la parité du nombre de transpositions dans la décomposition de o.

12 3405 3
Exemple:cr:(2 145 3].Onaoz(l, 2)(3,4,5) =(1, 2)(3,5)(3, 4). Donc sgn(o) = (-1)° =-1.

2.2. Remarques sur la signature :

» Lasignature d'une transposition est toujours égale a (—1).
« Lasignature dun r-cycle est toujours égale a (-1)"™. (Car, d'aprés la récurrence vu ci-dessus (1.8.1)), un r-

cycle peut se décomposer en r — 1 transpositions)

2.3. Théoréme

La signature d'une permutation est un morphisme surjectif du groupe (S,, 0) sur ({-1; 1}, x).

Démonstration :

En effet, pour toutes permutations o et ¢ : sgn(ca’) = (-1)“* = (-1)* x (-1)¥ = sgn(o) x sgn(a’).
Donc sgn est un morphisme de (S,, 0) sur ({-1; 1}, x).

Il est évidemment surjectif, car sgn(ld) = 1 et sgn((1, 2)) =-1

2.4. Théoréme

Si p est le nombre d'orbites d'une permutation ¢ de S, alors:

sgn(o) = (-1)"°

Démonstration :
En effet, chague permutation se décompose de fagcon unique en un produit de p cycles a supports digoints:
0 =CC; ... Gy
P

p p
Donc : sgn(o) = I_J (_1)|0ﬂ9(Ci)—1 - (_1)Z(|°ng(ci)‘1)= (_1)2::"0”9((%)— P=(-1)™P

i=1
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2.5. Définition
On appelle groupe alterné A, le noyau du morphisme sgn :

A, = Ker(sgn). (Ensemble des permutations paires)

D'aprés les propriétés du noyau d'un morphisme de groupe, A, est donc un sous-groupe distingué de S,.

Deplus,ona: Card(%):Card({—l; =2

I
Donc: Card(A) = %

2.6. Théoréeme

Pour n >3, le groupe aterné A, est engendré par les 3-cycles

Démonstration :

Soit o [0 A,.

Par définition de lasignature, o sécrit donc comme un produit d'une nombre pair de transpositions.
Or, on remarque que tout produit de deux transpositions est un produit de 3-cycle :

(a, b)(b,c) =(a, b, c)

(a,b)(a,c)=(a c,b)

(a, b)(c, d) =(a, b)(b, c)(b, c)(c, d) =(a, b, c)(b, c, d)

D'ou le résultat.

2.7. Théoréme

Pour n > 5, le groupe adterné A, est simple

Démonstration :
Elle utilise les théoremes de Sylow. Hors programme.
Ce résultat est fondamental, car il en résulte I'impossibilité de résoudre, par radicaux, des équations polynomiales

dedegré n> 5.

3. Applications

3.1. Théoréme de Cayley

3.1.1. Théoréme de Cayley

Tout groupe fini G d'ordre n est isomorphe a un sous-groupe de S,..

Démonstration :
On fait opérer G sur lui méme par trandation a gauche :

$:GxG - G
(@ X) P g.x=9x
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On sait que cette opération est simplement transitive. (Voir lecon sur les opérations de groupes)

Or, pour tout g 00 G, I'application : 0(0):G - G
X g.X

est un endomorphisme de G. (Voir lecon sur les opérations de groupes)

Et I'application : 6:G - BIij(G)
g — 6(9)

est injective. (Car : 6(gy) = 0(g2) = Ox O G, 6(g1)(X) = 0(02)(X) = O1X=0xX = g1 =)

En conséquence, G est isomorphe alm(8), c'est-a-dire a un sous groupe de Bij(G) OS.

3.2. Applications multilinéaires alternées

3.2.1 Définition
Soit Eun K-evetn 0N, (K éant un corps de caractéristique # 2)

Une application n-linéaire ¢ : E" — F est ditealternéed :

0, j) O [1, n]]ztelsquei £i, 00, o, X) OE, (=% = (X, v, X0) =0)

3.2.2. Proposition
Une application n-lindaire ¢ : E" — F est ditealternée s et seulement si :

Do 08, O(X, -, %) O EY, (o), - » Xo) = SIN(O)D(Xy, ... , X)

Démonstration :
Supposons ¢ alternée. Procédons en deux temps.

Casol o est unetransposition T :
Soient i etj dans[1, n] telsquei <j. Notons T = (i, j).

D'apres3.2.1. : ™ place  j¥™ place
b b
QX1 s X H Xy o, X X, 0, %) =0
Par multilinéarité :
DXty weer Ky woe s Xiy ey Xn) F (X, ey Xiy ey Ky ey X)) F DXty coes Xy eve s Xiy oy X)) F Oy ey Xy ey Xy ooy X) =0
DXt woes Xy woe s Ky ey X)) = =P (Xt ooy Xy coey Ky oeey Xn)
OOy - Xem) = SIN(T)P(Xa, .. s Xn)
Casou o est une permutation quelconque :
Dans ce cas, on avu que ¢ se décompose en un produit de N transpositions :
0=Ty... Ty
Etonadeplus: sgn(o) = ().
En appliquant N fois e cas précédent, on obtient :

OXotys - Xom) = OO, 1 @)1+ Xy () = ~ Oty @+ Xty () = - = Do, e %)
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D'ou: O(Xo(ays ++ 1 Xory) = SIN(O)P(Xy, ... , Xn)
Réciproquement, supposons :

Oo OS, O, -, %) O EY §(Xoqys -+ Xom) = SIN(O)D(X4, .. , Xn)
Soient i et j dans[1, n] telsquei <j et (X, ... , %) 0 E". Supposons x; = x;.

Ennotant T = (i, j),ona:

DXty woer Xy woes Xiy ey X)) = = O (Xgy ooy Xy oy Xy ooy %)
Et comme x; = x;, il vient : 20(Xg, .-, %) =0
Et comme2#0: d(Xg, ..., X)) =0

3.3. Déterminant d'une famille de vecteurs

3.3.1 Définition
Soit E un K-ev de dimension n. (Avec car(K) # 2)

Soit B(ey, ..., €,) unebase de E.

n
On considére n vecteurs vy, ..., v, de E et on note, pour touti 0 [1, n] : v = Z:ajiej )
=1

On appelle déterminant de vy, ..., v, dans la base B, |e scalaire noté detg(vy, ..., V) €t défini par :

detg(vy, ..., Vo) = Z sgn(o) I_j 0]
olds, 1=

3.3.2. Propriété
On se place dans les hypothéses de |a définition précédente.

L'application : det: E" - K

est une forme n-linéaire alternée.

Démonstration :

Lalinéarité, par rapport a chague place, est laissée atitre d'exercice.
Montrons que le déterminant est alterné:

On utilise 3.2.2. Soit m S,

n
detp(Vrga), - Vi) = Z sgn(o) I_j Angi)a(i)
olds, 1=
Pour chague o [ S,, posons p = o1t . Quand o parcourt S, p aussi.
Onaadlors:

detg(Vry), -+ V) = Z sgn() sgn(p) rj Briym(p(iy) = SIN(TY Z sgn(p) rj (i) = SYN(TY detg(va, ..., Vi)
pds, 1= pOS, 1=
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