Legon 107 : Congruences dans Z, anneau Z/nZ - Applications

Prérequis : arithmétique, div euclidienne

I) Congruences dans Z

Propriété 1. Soit n € N. La relation R,, définie sur
Z par :
R,y & x—y € nZ est une relation d’équivalence.

Définition 1. Cette relation d’équivalence est ap-
pelée relation de congruence modulo n. On note x =
y (mod n ) pour xR,y

Propriété 2. Soitn e Netn >2
On ax =y (modn) & x ety ont le méme reste
dans la division euclidienne par n.

Remarques : 1) Tout x € Z a un équivalent dans
{0,1,...,n—1} 2) 2 éléments distincts de {0, 1,...,n—
1} ne sont pas équivalents.

Définition 2. On dit que les éléments de {0, 1, ...,n—
1}sont les représentants canoniques des classes
d’éqivalence modulo n.

On note l’ensemble des classes d’équivalence pour
R, sous la forme Z/nZ

Propriété 3. L’addition et la multiplication de 7Z
sont compatibles avec la congruence modulo n.

IT) Anneau Z/nZ

1) généralités

Propriété 4. On définit sur Z/nZ des lois de com-
position internes en posant :

V(z,y) €EZ? , T+Y=0ty et TG =77

Propriété 5. (Z/nZ,+, x) est un anneau commuta-
tif.

La surjection canonique de Z — Z/nZ est un
morphisme d’anneau.

Exemple :
table d’addition et de multiplication de Z/4Z et
de Z/5Z

2) inversibles de Z/nZ

Propriété 6. Soit n > 2 et © € N T est inversible

dans Z/nZ ssi x An =1

Définition 3. Soit n > 2

On note p(n) = Card {k € {0,1,...,n} /kAn =1}
On Uappelle Uindicatrice d’Euler

Propriété 7. Soit (Z/nZ)* l’ensemble des inver-

sibles de Z/nZ. C’est un groupe abélien de cardinal

o(n)

Théoréme 1. Soit (Z/pZ,+, X) est un corps ssi p

est premier

III) applications

1) th chinois

2) Th de Wilson

3) équations diophantiennes

4) Calculs de ¢(n)

5)écriture décimale




