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Mot-cl é: nombre premier.

Rappelons le th́eor̀eme de Tchebycheff (voir [Gou] page 43) :

Théorème.
Sin est un entier≥ 4, alors il existe au moins un nombre premierp vérifiant
n < p < 2n − 2.

En voici une jolie application.

Question.Pour quelsn ∈ N a-t-on
√

n! ∈ N ?

Réponse.n = 0 ou1.

Démonstration. Montrons quen! n’est pas un carré sin ≥ 2. Pourn = 2,
c’est clair ! Supposons doncn ≥ 3 et appelonsp le plus grand nombre
premier divisantn!. Du th́eor̀eme de Tchebycheff, on tire l’existence d’un
nombre premierq compris entrep + 1 et 2p. On en d́eduit que2p est plus
grand quen (sinon,q contredirait la maximalit́e dep). Ainsi, p2 ne divise
pasn! etn! n’est pas un carré.�.
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