PGCD, PPCM DANS Z. THEOREME DE BEZOUT. APPLICATIONS
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Prérequis:

 Division euclidienne dans Z. Propriétés de ladivisibilité.

e Lessous-groupesde (Z, +) sont delaforme (nZ, +), n O N.
e bOaZ - bZOaZ - alb

e aZ=bZ - a=b

1. PGCD, PPCM dans Z

Dans tout ce paragraphe, on suppose (a, b) 0 Z x N'.
1.1. PPCM dans Z

1.1.1. Proposition
OnON,aZnbZ=nZ

Démonstration :

L'existence découle du fait que I'intersection de sous-groupes est un sous-groupe et du prérequis n°2.

Unicité: sil existen' O N tel que: aZnbZ=nZ=nZ7
Alors nin" et n'[n
Donc: n'=n

1.1.2. Proposition
L'entier n ci-dessus vérifie:
e nestunmultiplecommun deaetdeb

e g n'estunmultiplecommun deaet deb, alorsn' est un multipleden.

Démonstration :
e CommenZ=aZ n bZ,ona: nZOaZ et nZObzZ
D'ou: alnethb|n
n est un multiple commun de a et de b
e Sin'estunmultiplecommundeaetdeb, alors:
n0OaZ n bZ
n'0OnZ

Donc: nin

En conséquence, n est le plus petit multiple commun de a et de b. On le note::
n=ppcm(a, b) ou n=alb
Onadonc: aZ nbZ=(@0Ob)Z

Remargue : la notion de ppcm peut se généraliser, par récurrence, a un nombre quelcongque (maisfini) d'entiers:

ppcm(ay, ... ,a)Z=aiZ n aZ n ...n aZ
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1.1.3. Propriétésdelaloi O:

Associativité : (adb)Oc=al(bOc)
Commutativite : allb=b0a Noter I'analogie entre les symboles :
1 est élément neutre : 10a=a0l=a den
L H (Eh oui, lanotation [ est
0 est é ément absorbant : O0Oa=ald0=0 malheureuse)
alb = allb=b
Homogénéité | m(a0b) = (ma) O(mb) |

Démonstration :

Associativité : elle découle de |'associativité de n
[(@0b)Oc)Z= (aOb)Zn cZ=aZnbZncZ=aZn (bOc)Z=[al(bOc)]Z
Donc: (ab)Oc=al(bOc)
Commutativité : elle découle de la commutativité de n
(@0b)Z=aZ nbZ=bZ n aZ =(b0a)Z

Donc : allb=b0Oa

Elément neutre : (@dl)Z=aZnZ=aZ doncall=a
Et (commutativité) : 10a=a

Elément absorbant : (00a)Z=0Z n aZ=0Z donc0Oa=0
Et (commutativité) : allo=0

Sia|badorsbdaz.
Enoutre, b 0 bZ.

Donc : bOaZ nbZ=(@0Ob)Z
Donc: allb|b

Or, a b est un multiple de b donc : allb=b
Réciproquement, s : alb=b
Alorsb est un multiple dea donc: alb
Homogénéité :

Prouvons:: m(a Ob)Z = (ma Omb)Z

Si m=0, c'est évident. Supposons m# 0.
Soit x [ (ma Omb)Z = maZ n mbZ. Alors,
[k, hOZ, x=mak=mbh

Alors%estentieret: %DaZObZ:(an)Z

Donc = estun multipledea Ob.
m

Autrement dit, x est un multiplede m(a Ob) :
xOm(@alOb)Z =m(aZ n bZ)
Donc: (ma Omb)Z O m(ab)Z
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Réciproquement, soit x 0 m(a 0b)Z =m(aZ n bZ).

Alors: X OaZ n bZ,x=mx
Or: Ch,kOdZ, x =ah=Dbk
Donc X = mah = mbk

D'ou: xdmaZ n mbZ = (ma Omb)Z
Donc: m(a Ob)Z O (ma O mb)Z
Finalement : m(a O0b)Z =[(ma) O(mb)]Z

| m(a0b) = (ma) O(mb) |

1.2. PGCD dans Z

1.2.1. Proposition On verraplus loin (algorithme d'Euclide)
OdON,aZ+bZ=dZ comment déterminer |'entier d.

Démonstration :
Existence :
Il suffit de prouver que aZ + bZ est un sous-groupe de (Z, +) :
e il est non vide (contient 0)
e dSxetysontdansaZ +bZ, alorsil existedesentiersp, g, r et stelsque:
X=ap+hq et y=ar +bs
Donc: x—-y=a(p-r)+b(g-r)0azZz+bZ

Ce qui prouve bien que aZ + bZ est un sous-groupe de Z, donc de laforme dZ.

Unicité::

Sil existed' O N tel que: aZ+bZ=dZ=dZ
Alors d|d e d|d
Donc : d=d

1.2.2. Proposition
L'entier d ci-dessus vérifie:
e ddiviseur commundeaetdeb

¢ s d est undiviseur commun deaet deb, alorsd' est un diviseur ded.

Démonstration :
« Notons: Fw=aZ+bZ={am+bn, (mn)07% =dZ
En particularissnt m=1etn=0,onvoitque: aldZ

En particularissnt m=0etn=1,onvoitque: bOdZ

D'ou dla et dlb Attention : (u, v) n'est pasunique. (Voir 2.2.)
+ PuisgqueaZ +bZ = dZ, il existe un couple (u, v) 0 Z° tels que : On verra (en 2.3.) comment determiner un tel
couple (u, v).
aut+bv=dx1l=d

On voit alors que tout diviseur commun d' de a et de b est aussi un diviseur de d.
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En conséguence, d est le plus grand diviseur commun de a et deb. On le note:

d=pgced(a, b) ou d=a b ouencore d=(a, b)

Onadonc: aZ +bZ =(alb)Z

1.2.3. Définition

Une égalité du type au +bv=doud=a b est appelée égalité de Bézout.

Remargue : la notion de pged peut se généraliser, par récurrence, a un nombre quelconque (mais fini) d'entiers:

pgcd(ay, ..., anZ =ayZ + aZ + ...+ aZ

1.2.4. Propriétésdelaloi O:

Associativité : (a0b)Oc=al(bOc)
Commutativité : allb=b0a Noter I'analogie entre les symboles :
0 est élément neutre : OOa=al0=a He
o H (Eh oui, lanotation O est
1 est élément absorbant : l10a=all=1 mal heureuse)

alb = allb=a

Homogénéité | m(a0b) = (ma) O(mb) |

Démonstration :

Associativité : elle découle de I'associativité delaloi + dans Z

[@0b)Oc]Z= (a0b)Z+cZ=aZ +bZ +cZ=aZ +(b0c)Z=[al(bOc)]Z
Donc: (alb)Oc=al(Oc)
Commutativité : elle découle de lacommutativité delaloi + dansZ

(a0b)Z=aZ +bZ =bZ +aZ = (b 0a)Z

Donc : allb=b0a

Elément neutre : (ad0)Z=aZ+0Z=aZ doncaldO=a
Et (commutativité) : OOa=a

Elément absorbant : (l0a)Z=1Z+aZ=7 donclOa=1
Et (commutativité) : alll=1
Sia|badorsbdaz: (bhOZ,b=aa

Alors: Ou,vOZ?% au+bv=a(u+av)OaZ
Autrement dit : aZ+bZzU0aZ
Cest-a-dire: (aOb)yz0Oaz

Donc: alalb

Et commea b |a, il vient: a=alb
Réciproquement, s : allb=a
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Alorsaest undiviseur deb : alb
Homogénéité :
Prouvons: maZ + mbZ = m(aZ + bZ)
Si m=0, c'est évident. Supposons m# 0.
Soit x 0 maZ + mbZ :

Ck, h O Z, x=mak + mbh

Alors%estentieret: %DaZ+bZ:(an)Z

Donc % est un multiplede a Ob.

Autrement dit, x est un multiplede m(a Ob) :
xOm(adb)Z
maZ + mbZ 0 m(a Ob)Z

Réciproquement, soit x 0 m(aZ + bZ).

Alors: X DaZ +bZ, x=mx
Or: [h,kOZ,x =ah+bk
Donc x = mah + mbk
D'ou: x O maZ + mbZ
Donc: m(aZ + bZ) 0 maZ + mbZ
Finalement : m(aZ n bZ) =maZ n mbZ

m(a Ob)Z = [(ma) O (mb)]Z

D'ou: | m(a0b) = (ma) O(mb) |

1.2.5. Corollaire

S d=alb, aors: Emgzl
d d

Remarquons qu'un pged n'est jamais

nul. En effet, il est au moinségal al

puisque 1 divisea et 1 divise b.

Démonstration :

D'apréslareation m(a Ob) = (ma) O (mb), on peut écrire :

d(EDE):an:d
d d

D'oil: apb_,
d d

1.3. Algorithme d'Euclide

1.3.1. Propriétés

aldb=al(a-h)

Si g et r sont respectivement le quotient et le reste deladivision euclidiennedeapar b (a=bg+r,0<r <b)

dors: aOb=b0Or | Cerésultat est labase de I'algorithme d'Euclide. |
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Démonstration :
e Notonsd=albetd =al(a-b).
Commed |aetd|b, il est clair qued | (a-b).
Commed |aetd|(a-b),il sensuitque: d|d
Commed |aetd |(a—b),il estclair qued |b
Commed |aetd |b, il sensuitque: d|d
Finalement : d=d
allb=al(a-b)
|l suffit d'appliquer |g| fois |a propriété précédente :

alb=(bq+r)0b=..=(bq+r-kb) Ob= ... =rOb=b0Or (1<K <)

1.3.2. Conséquence : algorithme d'Euclide (per mettant de calculer le pged de deux entiersa et b)

On supposeici que: a et b sont éémentsde N” avec a > b et b nedivise pasa.
Posons : ro=aetry=b (doncry>ry)
Effectuonsladivision euclidiennedero=aparr;=b:

C(dy, 12) O N ro=qury +1, ol { Osr<h
rodr=rdr,

Sir,=0dorsalb=ro0r,=r, 00=r,.

Sinon, on réitere en effectuant ladivision euclidienne dery par r».

Supposons maintenant que, pour k > 2, on ait :

0<nhq<r

M1 = Ol + Meer OU {
Me—s O =1 Uneig

On obtient alors des restes (a savoir rg, ry, ..., ) rangés dans un ordre décroissant strict :

f[o>r1>01> ... >0

Par conséquent, il existe un rang n tel quer,.; = 0.

Onaalors: f-1=0afn+0 00 rpy Ory=r, 00 =r,
On en déduit : alb=roOry=r.0Or,=...=r,00=r,
Conclusion :

Rappel :
S bdivisea, dors:
alb=b
L'algorithme ci-contre

est alors sans intérét.

Eviter de parler de"suite d'entiers
strictement décroissante” donc

"nulle a partir d'un certain rang"...

le pgced est le dernier reste non nul danslesdivisions euclidiennes successivesdery-; par r (k = 1)

Exemple : calculer le pged de 142 et 38 avec |'algorithme d'Euclide :
b G NI P2
142 = 3x38+28

h g h I3
38 =1x28+10

o G I3 Iy
28 =2x10+8
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3 Oy Iy T5
10=1%x8+2

fy U5 Is Tg
8=4x2+0

Donc 142 [38=r5=2

Présentation de I'algorithme en vue de sa programmation :

Illustration aveca=142 et b =38
REDE
epeter q=4 r=10 a=38 b=10
g:=adivb
r'=amodb q:3 r=8 a=10 b=8
a=b g=1 r=2 a=8 b=2
bi=r g=4 r=0 a=2 b=0
Jusqu'ar=0
pged = a pgcd=a=2

Remarque : on peut étendre I'algorithme d'Euclide a(a, b) 0 Z x N". Par exemple:
-142 = (-4) x 38 + 10
38=3x10+8
10=1%x8+2
8=4x2+0
D'otl: (-142) 0138 =2.
Mais cela est peu utile car, dans Z, on définit :

pged(a, b) = pged(al, [b])

2. Théoréme de Bézout et quelques conséquences

Dans tout ce paragraphe, on suppose (a, b) O (ZD)Z.

2.1. Définition

Ondit que a et b sont premiers entre eux lorsquea b =1

2.2. Théoréme de Bézout

alb=1 « Qu,v)07% au+bv=1

Remargue : le couple (u, v) n'est pas unique. Par exemple, aveca=7etb=11,0ona:
(-3 x7+2x11=8x7-5x11=1
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Démonstration du théoréme de Bézout :

Implication = :
Supposonsa Ob=1.

On améme un résultat un peu plus

D'apresladéfinition du pged, onadors: aZ+bZ=(a0b)Z=7
fort : s a et b sont premiers entre

Donc : OwO7Z, Qu,v) O7% au+bv=w eux, alorsau + by "parcourt” Z,
En particulier avecw=1: Hu,v) 07% au+bv=1

Implication [ :

Supposons : Hu,v) 07% au+bv=1

Notonsd =a O0b. Commed divise a, il diviseau. Commed divise b, il divise bv.

Finalement d divissau+ bvdoncd divisel,dou: d=1

2.3. Détermination pratique d'une égalité de Bézout : algorithme d'Euclide-Bézout
Exempleaveca=142 et b = 38.

Premiére étape : on applique I'algorithme d'Euclide
b G NI P2
142 = 3x38+28

g h I3
38 =1x28+10

o G I3 Iy
28 =2x10+8

f3 Oy Iy Ts
10=1x8+2

fy 05 15 T

8=4x2+0
Donc 142 038=r5=2
Deuxiéme étape : on part de larelation contenant rs (I'avant derniére) et par injections successives, on exprime rs
enfonctionderp=aetr,=b:

2=10-1x8

2=10-1%x(28-2x10)=-1x28+3x 10
2=-1%x28+3x%x(38-1%x28)=3%x38-4x%28
2=3%x38-4x(142-3%x38)=-4x%x142+15 x 38

Finalement, un couple (u, v) possible est (-4, 15).

Cas général
D'apres |'algorithme d'Euclide, on a:

0<r<r

M1 = Ok + ez OU {
fe-1 O =0 Oy

Ceci, pour tout entier ktel quel < k< nounesttel quer,,; =0etr,=alb.

Montrons, par récurrence descendante finie sur k 0 [1, n — 1], lapropriété :

PGCD, PPCM et théoréme de Bézout dans Z. Applications Page 9 G. COSTANTINI



O (K) : (U, Vi) 072, Ty = U+ Vidier
+ Déa ona: -2 = Fn-10n-1+ Mo
D'ou: = n-10n-1 + M2

En posant Uy-; = gn-1 €t V-1 = 1, on obtient O (n - 1).

+ Montronsque, pour toutk 0 [2, n-1], O (k) = O (k- 1).

Soit k 0 [2, n— 1] et supposons O (K) :

(U, Vi) O Z2, 1y = U + Vidir
Or: M2 = Me-10k-1 + Tk
D'ou: M= UM = Me-aOk-1) + Vi1
M= (~Ukk-1 + Vidl-1 + U2
Onposealors: Ug-1 = —UOk-1 + Vi €L Vi1 = Uy
Aing, on obtient [J (k — 1).

Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
OkO[1,n-1], O(K)

En particulier,onal (1) : alb=r,=ur,+virp=v;a+ub
Le couple (v1, u;) fournit une égalité de Bézout pour a=roetb =r;.
De plus, cet algorithme prouve une nouvelle fois e théoréme de Bézout par récurrence.
Les suites finies (uy) et (vi) se prétent facilement a la programmation. Elles sont simultanément récurrentes et
définies par :
{ Up-1 = Gy-1 (CONNU) o { Vo1 =1
U =V, 1sk<sn-2 Vi U O tU o 1sk<sn-2

2.4. Conséguences : théorémes de Gauss (et variantes)

Soit (a, b, ¢) O (2.

1 (alb=1 et a|bc) = alc

2 (alc, bjc et allb=1) = ab]|c

3. (aldb=1etalc=1) = albc=1
4 (p premier et plab) = (p|a oup|b)

Remarques :
o Lerésultat 1 est trés utile. 11 sert dans la résolution des équations Diophantiennes et dans la preuve de I'unicité

de ladécomposition en facteurs premiers.
e Lerésultat 2 et utile dans la résolution des systemes de congruences.
* Lerésultat 3 est utile pour montrer que lafonction indicatrice ¢ d'Euler est multiplicative.

Démonstration :
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1. Commea b =1, lethéoréme de Bézout permet d'affirmer que:

Hu,v) 07% au+bv=1

En multipliant par c : acu+hbcv=c
Or, a| acu et par hypothese a | bev. Donc : ajc
2. Commeal|c: (kO Z, c=ka
Comme b | ¢, on en déduit : b | ka
Or,ab=1. Donc, dapres . : b|k
ab | ak
ab|c
Preuve directe:
Commealc: (kOZ, c=ka
Commebjc: ChdOZ, c=hb

Comme a b =1, le théoréme de Bézout permet d'affirmer que :

Hu,v) 07% au+bv=1

En multipliant par ¢ : acu+becv=c
a(hb)u + b(ka)v=c¢
ab(hu +kv) =c
ab|c
3. Commealb=1: Hu,v) 07% au+bv=1
Commealc=1: Ou,v)O7% au' +cv =1
En multipliant membre & membre : (au+hbv)(au' +cv) =1
On développe:: a’uu’ + aucv + bvau' + bvev' = 1

a(auu' +ucv' +bwu') + be(w) =1
Et d'aprés le théoréeme de Bézout : albc=1
4. Sip|a,ilnyariendautre adémontrer.

Si pnedivise pasa aorsp éant premier,ona: pda=1

Par ailleurs: plab
Et d'apréslapropriété1: plb
On adonc bien: plaoupl|b

2.5. Liens PPCM-PGCD

2.5.1. Théoreme
Soit (a, b) 0 Z x N’
Sialb=1,adorsalb=ab|

Démonstration :
Soit mun multipledea et deb:
Ha a)0d7% m=aa =bb

Comme (a|bb' et a Ob = 1), d'aprés |e théoréme de Gauss, on déduit :
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alb
Donc : a'0Z, b =aa"
D'ou: m= baa"
Donc mest un multiple de ab.
On amontré que tout multiple de a et de b est un multiple de ab.
Donc |ab) est e plus petit multiple commun (positif) dea et deb:
aOb=labl

2.5.2. Théoréme
Soit (a, b) 07 x N°
ppcm(a, b) x pged(a, b) = fab]

Démonstration :
Posons d = pgcd(a, b).
D'aprés I'homogénéité du ppcm (1.1.3.) :

ppcm (3 Bj = %ppcm(a, b)

d'd
. ab ab
Or, dapres2.5.1. : cm| =, — |= |=
® P (d d) d?
D'ou: [ab] = d x ppcm(a, b)

ppem(a, b) x pged(a, b) = [ab]

3. Applications

3.1. Etude de deux suites d'entiers premiers entre eux

Soient (a,) et (by,) les suites définies par :
OnON, (1+v2)" =2, + b2

Démontrer que (a,) et (b,) sont des suites d'entiers et que :
OnON, a,0b,=1
Preuve :

D'apréslaformule du bindbme :
OnON, (1+v2)"= zn:c,'j (\/E)k
k=0

k=2p E(n/2)

n
Donc : a, = z

k=0 p=0
k pair

n i k=2p+1 E((n-1)/2)

\/Ebn: Z C,If(\/i) — z C§p+1(\/§)2p+l

k=0 p=0
k impair

e = Y e
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E((n-1)/2)
b, = Z C2pHigp
p=0
Ce qui prouve que (a,) et (b,) sont bien des suites d'entiers.

On montre par un calcul smilaireque: On O N, (1—«/5)” =a,— bnﬁ
Onadlors: OnON, (a,+b,v2) (a, ~b,v2) = (-12)"
OnON, a2-2b%=(-1)"

On en déduit : On O N, a,((-1)"a,) + by(—2x(-1)"b,) =1

D'aprés le théoréme de Bézout : OnON, a,0b,=1

3.2. Application aux racines del'unité

Pour tout n O N, on note : U,={zOC,2'=1}

Soient a et b des entiers naturels. Démontrer que :
Uan Up= [Upgcd(a, b)
En déduire que : pged(X@ — 1, X° — 1) = xPed@ b — 1
Preuve:
Notons d = pgcd(a, b)
Montrons: U, n U, O Uy

Soit zO U, n Uy,

On sait que : Qu,v) 072 au+bv=d
Onaadlors: A=AV (A)'x (@) =1x1=1
Donc z O Ug.

Montrons: Uy O U, n Uy

Soit zJ Ug. Donc : =1
Or,d|a, dou: £=29=1
Deméme, d | b, d'ou : =1
D'ou: zO U, n Uy
Finalement : Usn [Ub:[Upgcd(a,b)
On sait que : Xt-1= Eﬂ! (X-a) etX"-1= |D‘u! (X -a)
a a a b
Donc: pged(X* - 1, X° - 1) = uﬂ (X -0a) = L‘J (X—0o)=X!-1=x2@0 1
aOU,n U, aldUy

3.3. Elémentsinversible de Z/nZ

Théoréme

Soitn O N’. Alors: x 0 (Z/nZ)D = pged(x, n) =1
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Preuve:

On a équivalence des assertions suivantes :

3 i ; Z
X estinversible dans AZ

Oyo 4/, xy=1

Oy O Z xy=1[n] Conséguence : Z/nZ est un corps
) (i.e. tous les @éments non nuls
Oy, WO Z°, xy—kn=1 sont inversibles) si et seulement s
pged(x, n) = 1 n est premier.

Laderniére équivalence étant le théoréme de Bézout.

4% +7y =10
Application : résoudre, dans Z/zoz,lesyaéme: B ==

5% +14y =1
Le déterminant du systéme est : 4x14-5x7=1

Or, 1 estinversible dans Z/ZOZ . Donc | e systéme admet une unique solution.

On peut le résoudre par substitution :

7y=10-14%x
En remplacant dans |'autre équation : 5X +2(10- 4x%)=18
-3 % +20=18
3x=2 Pour calculer I'inverse d'un éément a
Or, 3estinversible Z/ZOZ et 3x7=21=1. dans Z/nZ, on peut par exemple, utiliser
. le théoreme d'Euler :
D'ou: X=2x7=1

s pged(a, n) = 1, dorsa™™ = 1[n]
D'ou: 7y =10- 4x14=14 En conséquence :
axa’@t=1[n]

_ 7 S

Or, 7estinversible 2/ e 3x7= 21= 1.

Linversede a est donc a *@™*

D'ou: y =3x14=2

Conclusion : S={(14;2)}

3.4. Equation Diophantienneax+by=c avec(a,b,0) 17 xZ xZ

a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que I'équation admette au moins une solution.

b) Déterminer, dans ce cas, I'ensemble de toutes les solutions.

c) Application : en multipliant mon jour de naissance par 12 et mon mois de naissance par 31, j'obtiens 442.
Quelle est ma date de naissance ? (On ne demande pas I'année, ouf 1)

Solution :

a) Posonsd = pged(a, b).

Soient a' et b' telsque: a=da et b=db
D'aprés1.2.5.onaadlors: aldb=1
L'équation sécrit : di@ax+by)=c

Si d nedivise pas c, aors|'équation n'a pas de solutions.
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Siddivisec, dorsonposec=dc. Il vient alors:
ax+by=1
Commea’ (0b' =1, le théoréme de Bézout assure I'existence d'un couple (u, v) solution de a'x +b'y =1.
En multipliant par ¢, onaalors: acu+bcv=c
Le couple (c'u, c'v) est donc une solution particuliere de I'équation Diophantienne ax + by = c.

Une condition nécessair e et suffisante d'existence de solution est : le pgcd dea et b divise c.

b) On suppose désormais que le pged de a et b divise c.
Nous connaissons maintenant une solution particuliere (c'u, C'v).

On peut en déduire I'ensemble des solutions. Soit (x, y) une solution quelconque de I'équation ax + by = c.

al + bl = U
Onaalors: { , ,X 'y, ¢ .
acu+bcv=c
Par différence, il vient : a(x-cu)+b(y-cv)=0
En conséguence : a'|b'(y-cv)

Et commea'lb' =1, on a, d'aprés |e théoréme de Gauss :

al(y-cv)
Donc: (kOZ,y=ka +cv
En remplacant : a(x—cu)+bka =0
Et commea #0: x=-b'k+cu

Réciproquement, on vérifie que, pour tout k O Z, le couple (-b'k + c'u, ka' + c'v) est bien solution de

I'éguation Diophantienne.

Bilan : les couples (x, y) solutions de I'équation ax + by = ¢ (lorsque pgcd(a, b) divise ¢) sont delaforme:
xy)=(bk+cuka +cv), kOZ

¢) NotonsJ et M mon jour et mon mois de nai ssance respectivement.

Onadonc: 12J + 31M = 442

Comme 12 (031 =1, I'équation admet des solutions. (Donc je suis bien né!)

On recherche une solution particuliére en appliquant |'algorithme d'Euclide-Bézout :

h G 1 I

31=2x12+7
G I i3
12=1x7+5
lo O3 I3 Iy
7=1x5+2
3 Qs Ty 5
5=2x%x2+1

fy U5 Is Tg
2=2x1+0

Puis, on exprime le pged (d savoir 1) en fonction des restes précédents :
1=5-2x2
1=5-2%x(7-5)=-2x7+3x%x5
1=-2x7+3%x(12-7)=3x12-5x%x7
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2=3x12-5%x(31-2%x12)=-5%x31+13 x12
Finalement, un couple (u, v) possible est (-5, 13).
Onadonc: -5x31+13x12=1
En multipliant par 442 : —2210 x 31 + 5746 x 12 = 442
Donc le couple (Jy, Mg) = (5742, —2210) est une solution particuliere de I'équation 12J + 31M = 442,
On recherche maintenant I'ensemble de toutes les solutions. Soit (J, M) une solution quel conque.

12J +31M =442
5746x12 - 2210x 31 = 442

Par différence, il vient : 12(J - 5746) + 31(M +2210) =0

En conséquence:: 31| 12(J - 5746)

Et comme 12 (031 = 1, on a, d'aprés le théoréme de Gauss :
31|J-5746

Donc : (kO Z,J=31k + 5746

Or, évidemment J 0 [1, 31] : 1< 31k+5746 < 31

-5745 < 31k < -5715
k=-185
J=11
On en déduit : M =10

Je suis donc né un 11 octobre.

3.5. Théoréme Chinois et applications

3.5.1. Théoréme Chinois

Soit (m,n) O (NY)°.

SimOn=1,4dors Z/rmZ o %zx %Z

Démonstration :
1. Un morphisme de groupe injectif remarquable
Soient (m, n) 0 (N')’.
Considérons I'application f qui atout entier relatif x associe un couple constitué de sa classe modulo m et de
saclasse modulon :
17 - Yr Uz
X > ([Xm, [Xn)
Ou: [X]m={yOZ|y-xOmzZ}
Montrons que f est un mor phisme de groupes additifs:
O(x, y) O (N, f(x+y) = ([X+Ylm, [X+Y]n)
Et d'aprésleslois sur lesclasses:

fx+y) = ([Xm+ [YIm, [XIn + [Y]n)
Et par propriétés des couples :
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fOxX+Y) = (Xm, [Xn) + ([YIm, [Y]n) = F(X) + £(Y)

Ce qui prouve que f est un morphisme du groupe (Z, +) sur le groupe produit (%Z ,+) x (% Z’+) .
C'est méme un morphisme d'anneaux (car f(xy) = (XyIm, [XY1n) = ([XIm, [Xla) % ([Ylm, [Y]n) = f(X) * f(y) et
f(D) = ([1m, [1n)
Déterminonsle noyau de f :

Ker(f) ={x0 Z [ f(x) = ([Olm, [0]n)} ={ XU Z | [X]m = [O]m €t [X]n =[0]a} =mMZ n nZ
Or, onsait que: mZ n nZ = pZ ou p = ppcm(m, n)
Donc : Ker(f) = pZ ouppcm(m, n)
On adonc Ker(f) #{0} et f n'est pas un morphisme injectif.

Nous allons maintenant définir un nouveau morphisme f sur % 7 qui aura méme image que f.

Pour cela, il suffit de constater que I'image, par f, d'une classe est indépendante du représentant choisi dans

cette classe :

Ona: f(x) = f(x2) = (X2 =%2) = ([O]m, [Oln)

Ce qui signifie que x; — X, est un multiple commun de m et n donc multiple de p = ppcm(m, n).
Donc [x; = %], = [0],, c'est-adire [X:]p = [X%a] -

Nous pouvons donc | égitimement définir I'application :

7:%2 ~ U1 Yz
Xlp = ([XIm, [X]n)

On adonc, plussimplement : f ([X],) = f(X).

Il est clair que f est un morphisme de groupes additifs:

O([Xp - [ylp) O (% Z)2 :

Fp+ V) = F(Ix+Y1p) = f(x+y) = )+ FO) = F (X + £ ([¥]o)
(Puisque f est un morphisme)
C'est méme un isomorphisme d'anneaux car f I'est.

Montronsque f est un mor phisme injectif :
Ker(F)={ e 0 27,7 1 T4 =0} ={ o 0 D7 119 =0} ={ [, 0 & 7 I x O Kex()}
Ker(7) ={ 4,0 &7 1x0pZ} ={[0]s}
Remarque : on dit queI'on afactorisé f : f = f 0 sou s est lasurjection canonique de Z dans %z-

Bilan:

Pour tous m et n entiers naturels non nuls, il existe un morphisme injectif f entre

Vopemmnyz & Fmz* Yaz

qui, atoute classe [X] ppemm, ny fait correspondre le couple ( [X]m, [X]n).

2. Un casparticulier important
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Supposons maintenant que m et n soient premiers entre eux. Dans ce cas : ppcm(m, n) = mn.
Dans ce cas, comme card (Z/rm Z) =mn = card (%Z x % Z) , lemorphisme f est également bijectif.

C'est le théor éme Chinois:

SimOn=1,alors Z/ng O %ZX %z

Exemple: 247 004 7% %47

3.5.2. Application 1 : systémes de congruences

Desentiersa, b, met n étant donnés, on considéere le systéme suivant :

x=a[m|
(S){xsb[n]

Deux questions se posent :
1) A quelle condition, nécessaire et suffisante, le systéme admet des solutions.

2) Comment déterminer ces solutions.

Il y aun cas royal, cest m O n = 1. Dans ce cas, la surjectivité du morphisme f assure 'existence de
solutions (qui seront, de plus, de laforme x = X, + kmn).

Voici un procédé a gorithmique permettant de les trouver :

D'apres e théoreme de Bézout : [({u, v) O 7’ tels que:mu+nv=1

Posons xg = bmu + anv.

On aclairement : X = anv[m]
Or, anv=a - amu, donc : X = a[m|
On montre, de méme, que: X0 = b[n]

On adonc une solution particuliére X,.
: . X=X =0[m]
Soit x une solution quelconque. On aalors:
X=Xy =0[n]
Doncm| (X —Xg) et n| (X —Xo)

Or, m 0 n=1, donc mn | (X = Xo). @lceblceallb=1) = abjc
Preuve:onac=aa etb|aa'

Or,alb=1doncb|a doncab|c.

D'ou : x =X + kmn.

Mais peut-il exister des solutionsmémesi m 0 n# 1 ? Quel procédé pour lestrouver ?
Remarquons que le systeme (S) est équivalent a:
Xx=a+km

2
k,h) O Z telsque
Hie h) q {x=b+hn

x=a+km

2
k, h) O Z telsque
Hie h) q {a+km=b+hn

Xx=a+km

2
k, h) O Z telsque
Hieh) q {km—hnzb—a
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Or, I'équation d'inconnues h et k : km — hn = b — a est une éguation de Diophante. On sait qu'une telle
équation admet des solutions s et seulement s m O ndiviseb — a.

On énonce donc :

Le systeme { admet des solutions si et seulement s m O ndiviseb —a.

x=a[m|

X=b[n]
(Cest évidement le caslorsque m [0 n=1)

En résolvant I'éguation de Diophante, on trouve h (ou k) et donc x.

Exemple:

Un régiment comporte entre 50 et 100 soldats.

Si on lesrange en 4 colonnes, il en reste 3.

Si onlesrange en 5 colonnes, il en reste 4.

Si on lesrange en 3 colonnes, il en reste 1.

Combieny a-t-il de soldats dans ce régiment ?

Il sagit ici de résoudre le systéme de congruences suivant :
X =3[4]
X =4[5
x=1[3]

{x =3[4]
X =4[5

Comme 400 5 = 1, le théoréme chinois nous assure de I'existence de solutions. On cherche un couple (u, V)

Onrésout dgjale systéme:

vérifiant : 4qu+5v=1
Le couple (-1, 1) convient. On en déduit une solution particuliére :

Xo=bmu+anv=4x4x(-1)+3x5x1=-1

D'ou: X = 19[20]
X = 3[4]
- x =19[20]
On adonc I'équivalence:: X =4[5 13
X =
x=1[3]
Comme ci-dessus, on trouve cette fois: X = 19[60]

Comme le régiment comporte entre 50 et 100 soldats, on conclut :
X = 79 soldats

3.5.3. Application 2 : I'indicatrice dEuler ¢ est une fonction multiplicative

On rappelle que: d(n) = Card(%z)mz{m O[14,n-1],mOn=1}

On suppose que m [ n = 1. Reprenons notre isomorphisme :

f: %nz - %z" %z

X > ([XIm, [X]n)
Soit [X]mm O (%n Z)D. Notons [y]m Son inverse.
Ona: ([1m, [1n) = f([Lm) = F(XmnlYIm) = F(Xmn) (Y1)

Donc f([X|) estinversible dans (27, /)% (27 ).
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Réciproquement, s f([X]m) est inversible dans (%Z)DX(%Z)Danrsx Om=letxOn=1

Donc x [0 mn =1 (d'aprés|es variantes du théoréme de Gauss 2.4.) et donc [X]m O (%n Z)D.

O

On adonc un isomorphisme (induit par f ) entre (%n Z)D et (% Z)D x (% Z)

On en déduit : s m O n=1aors¢$(mn) = d(m)dp(n)

Application : comme ¢p(p) =p - 1 et ¢(p") = p'— p"* pour tout premier p, si n = |_| p alors:
1
¢(n) =n (1——}
|i_| Pi

3.6. Equation du premier degré dans Z/nZ

. * Z
SoientnON eta b0 AZ'

|
x|
+
Tl
1
ol

On considére |'éguation :
CAS1:

S a edtinversible dans %Z (i.,e.a O n=1) dors, larésolution est immédiate :

x=-a ‘b
ple: & X+ 7= Odans Z
Exemple: 6 X+ 7= Odans ASZ'
Comme6 [0 35=1, 6 est inversible dans ZSSZ et6t=6.
D'ol: X=-6x7 =28

Remarque : si on cherche les solutions dans Z, on obtient : x = 28 + 35k, k O Z.
CAS2:
Si a O ndivise b, aors|'équation admet encore des solutions. En effet, on a:
ax+b=0 - yOZ ax+b=ny
On récupére alors une équation de Diophante dont on sait qu'elle a des solutions (puisque a O n divise b).
Notons (X, Yo) une solution particuliére,d=a 0 n,a=a'detn=n'd. Onaalors:

X=X -—kn' et y=y,+ka, kOZ

En choisissant x, dans [0, n' - 1], onadors:

S={X ;X +N'; i X +(d-Dn'}
(Autotal, d classes solutions)

5 %-B=0 A
Exemple: 12 X - 6= OdansABZ.

12 n'est pasinversible dans %82 . Dans Z, I'équation sécrit :

12x - 6 =18y
On détermine une solution particuliére : (X0 Yo) = (2, 1)
D'ou: X=X +nk=2+3k kOZ
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On en déduit S={2;5;8;11;14;17}
CAS3
Si a O nnedivise pas b, aors I'équation n'admet pas de solutions. En effet, dans ce cas, I'équation de Diophante

ax + b = ny n'en admet pas.

3.7. Equation du second degré dans Z/nZ

On netraite pas lathéorie générale. On donne juste des exemples.

Exemple 1 : s n est un nombre premier p alors %Z est un corps et on calcule "normalement” :
X2+ X +7=0 dansZA3Z
X2+14X +7=0

On canonise:: (X+7)?-42=0
_ 72

Z inté : _:_ X=2
Et comme Az estintegre : X=10ou X=2

. 2 A9 4+ A—1A 7
Exemple 2 : X —=4X + 3=0 dans AZZ
On canonise : (x-2)*=1

- 7 .
On calcule les carrés dans AZZ :

X|0o|1|2|3|4|5|6|7|8|9|10|1n1
x*|o|l1|a|o|la|1|o|1|a|lo|l2]|1
D'oU : X-2=1 ou X-2=5 ou X-2=7 ou X-2=11
S={1;3;7;9}
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