ENDOMORPHISMES D’'UN ESPACE VECTORIEL
DE DIMENSION FINIE

Remarques générales

« “S’il n'est pas exigé de connaitre la démonstration de chacun des résultats cités dans le plan, on doit pouvoir en
dire quelgque chose ; citons quelques exemples de dialogues : —"Les éléments inversibles de L(E) forment un
groupe noté GL(E)."—"Que savez-vous de GL(E) ?"—"C’est un groupe ..."."” (Rapport du jury 1992)

« |l s'agit d'une legon sur les endomorphismeas sur les matricedl faut donc énoncer tous les résultats du
plan en termes d’endomorphismes, étant bien entendu qu'’il faut savoir les traduire matriciellement et que d’autre
part il est loisible d’adopter le point de vue matriciel pour les démonstrations.

Plan

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un ¢orp@mmutatif de caractéristique nullR ¢uC pour

les propriétés topologiques). On note L(E) 'ensemble des endomorphismes de E. On suppose connues les
généralités sur les espaces vectoriels de dimension finie et sur les applications linéaires en dimension finie,
notamment la représentation matricielle.

1. Premiéres propriétés et exemples
a) Rang

Le rang d’'un endomorphisme f de E, nagé, est la dimension de son image.

On rappelle la formule du rang : dim E = dim(Ker ) + fg f

Deux endomorphismes f et g ont méme rang ssi il existe des automorphistietels que f = o go 3. On dit
que f et g sonéquivalents.

S'il existe un automorphismee tel quef =aogoa™, on dit que f et g sorgemblables. Il revient au méme de
dire qu'il existe des bases B et B’ dans lesquelles f et g ont respectivement méme matrice.

b) Déterminant

Soit f un endomorphisme de E. Il existe un unique M&l que pour toute base B de E et toute famille

(X, -.» %) de vecteurs de E, on adetg(f(x;), -, f(x,)) = Adetg(X,,+,X,). A est appel@éterminant de f et
notédet f.
f est un automorphisme ssi det 0.

c) Exemples

* Homothéties, projections

|Les endomorphismes qui commutent avec tout endomorphisme sont exactement les homothéties. |

« Dilatations, transvections

Soient H un hyperplan, D une droite supplémentaire de I @tk *. L’application E=HOD - E,

X =y+z y+az, est appelédilatation d’hyperplan H, de direction D et de rappmort

Soient H un hyperplan, f une forme linéaire de noyau H et h un vecteur non nul de H. L'application
E - E, x> x+f(x)h, est appelégansvection d’hyperplan H et de directikh.

Les automorphismes qui fixent chaque vecteur d'un hyperplan H sont exactement les dilatatiops et les
transvections d’hyperplan H.




2.L’algébre des endomorphismes

a) Propriétés algébriques

(L(E), +, . ) est urK -espace vectoriel de dimension finie (dinf.E)
(L(E), +, 0) est un anneau, en général ni commutatif, ni integre.

(L(E), +, . ,o) est uneK-algébre, appeléalgébre des endomorphismes de E.

b) Propriétés topologiques

E étant muni de sa topologie canonique d’espace vectoriel normé (en dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes), tous les endomorphismes de E sont continus. La relftsup{|f(x)|/x OE et x| =1

définit une norme sur L(E), qui devient de ce fait une algébre noithég| < |If| |gl|) compléete.
Le déterminant est une application continue de L(E) #ans

Application :définition de lexponentielle d’'un endomorphisme.

3. Le groupe linéaire

a) Caractérisation des automorphismes

Pour un endomorphisme f de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est bijectif (ii) f est injectif (iii) f est surjectif
(iv) f est inversible a droite (v) f est inversible a gauche (vi)rg f=dim E

L’'ensemble des automorphismes de E est un groupe, appelge linéaire de E et noté GL(E). C’est le groupe
des éléments inversibles de I'anneau L(E).

b) Propriétés algébriques

GL(E) opere fidelement et transitivement sur I'ensemble des bases de E.

Le sous-groupe des automorphismes de déterminant 1 est grpgié spécial linéaire et noté SL(E).

Si dim E= 2, GL(E) n’est pas commutatif, son centre est le groupe H(E) des homothéties de rapport non nul.
Dans le groupe GL(E), la relation de conjugaison n’est autre que la relation de similitude.

| SL(E) est engendré par les transvections. GL(E) est engendré par les dilatations. |

Application :calcul du rang d’une matrice, calcul de l'inverse d’une matrice, résolution d’'un systéme linéaire
par opérations élémentaires sur les lignes et/ou les colonnes.

c) Propriétés topologiques

* GL(E) est un ouvert dense de L(E). L'applicatiGh (E) - GL(E), f — ™1, est continue. SL(E) est un fermé
de L(E).

* SiK =C, GL(E) et SL(E) sont connexes par arcsKSi R, SL(E) est connexe par arcs mais GL(E) n’est pas
connexe ; il a deux composantes connexes qui sont connexes paiGirodE) ={f OGL(E)/ detf >0} et

GL™(E) ={f OGL(E)/ detf <0} .
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