DETERMINANTS ; APPLICATIONS

Remarques générales

Ne pas se perdre dans les definitions et propriétés des déterminants, consacrer la moitié du temps aux
applications. Celles-ci étant fort nombreuses, on en développera quelques unes selon ses possibilités et on se
contentera d'évoquer oralement les autres.

Plan

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un ¢orpammutatif de caractéristique nulle (en génBral
ou C). On note L(E) I'ensemble des endomorphismes de E gKM’'ensemble des matrices carrées a

coefficients dan&. On suppose connue la définition d’'une forme n-linéaire alternée (ou, ce qui est équivalent
en caractéristique nulle, antisymétrique).

1. Définition et propriétés des déterminants
a) Déterminant d’'une famille de n vecteurs

Etant donnée une base B de E, il existe une unique forme n-linéaire ajtetéfieie sur E telle qu¢(B) = 1.
On l'appelledéterminant dans la base B et on la notg. d&ur toute famille (y ..., u,) de n vecteurs de E, on a

detB(u11~"1un) = z E(G)Xc(l)l"'xc(n)n
oS,

Xll cee Xln

OU (X;; )1<j<n désigne la famille des coordonnées deans la base B. On écrit : glet;, ..., U,) =

Xnt = Xpn
Propriétés :

» Changement de base : si C est une autre base, op & dig(C) det. |.

* deg(uy, ..., y,) = O ssila famille (y ..., y,) est liée.

« Calcul pratique lorsque n = 2 ou n $r8gle de Sarrus)

b) Déterminant d’'un endomorphisme

Etant donné un endomorphisme f de E, le scalaig(f(}) ne dépend pas de la base B choisie. On I'appelle
déterminant de f et on le note det f. Pour toute famille.(u u,) de n vecteurs de E et toute base B, on a

| detg(F(uy)..... F(u,)) = detf xdetg (uy,....u,) |-

Propriétés :

 L'application det : (L(E)e) - (K, .) est un homomorphisme surjectif de mono'l'¢les. dé& $si fO GL(E)\.
L'application det : (GL(E)e) - (K*, .) est un homomorphisme surjectif de groupes. Son noyau est un sous-
groupe distingué de GL(E) appaléoupe spécial linéaire de E et noté SL(E).

« Une base B étant fixée, det f est un polyndme en les coordonnées des vecteurs de la famille f(B). En particulier,
det est continue, GL(E) est ouvert, SL(E) est fermé, etc.

¢) Déterminant d’'une matrice

Etant donnée une matrice M de (W), on appelledéterminant de M et on note det M le déterminant de
I'endomorphisme X— MX de K". Si f est un endomorphisme de E de matrice M dans une base B, det f = det
M.

Les déterminants des sous-matrices carrées de M saninlesrs de M. Le mineur d’'ordre n - 1 obtenu en enle-
vant la ligne i et la colonne j se not@(l&l). Le nombre (-1’ Dij(M) est lecofacteur d'indice (i, j). La matrice

des cofacteurs est tamatrice de M et sa transposéenkirice complémentaire de M , notik.

Propriétés :

«| det'M = det M. (On peut donc travailler sur les lignes au lieu de travailler sur les colonnes.)



n .
» Développement par rapport a une ligne : posons l\/I])=, (@our tout i, on a:detM = kZl(—l '”‘aikDik(M) .

« M est inversible ssi det M 0. Dans ce cas M = detLMM .

2. Applications

a) Déterminant de Gram, calcul de la distance de deux sous-espaces

Soit E un espace affine, de directin Le déterminant de Gram d’'une famil(@,,...,T,) de vecteurs dé& est

le déterminant de la matrix{eﬁi |Gj)] ; on le note Grarfu,,...,u,).

1<i,j<r

* | La famille (U,,...,0,) est libre ssi Grarfu,,...,U,) # O‘.

* Soient F et G deux sous-espaces affines de E, A un point de F, B un point ¢&,G. €li.) une base de

Gram@B, u, ... U)
Gram(y, ... 0) |
Cas particulier :distance d'un point M a un sous-espace affine F.

F+G. La distance de F & G est donnée paf(F,dG)

b) Condition de cocyclicité de quatre points (théoréme de Ptolémée)

Soient M, M,, M3, M, quatre points distincts du plan. On notg {3 les coordonnées de;Mt d = M;M;. Les
points M, M,, M5, M, sont cocycliques ou alignés ssi I'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

X2 +Y: Xy Y 0 df, di; d,
NSRRI RERZ o [df, 0 d d3
=0; =0; d,.d,, +d,.d,,+d,,d,,=0.
0) X2 +y2 X, Y, (ih) & d% 0 d2, (iii) dypdgy +dj5dyy £dyydps
XG+Yh X4 Ya di, d3, d3 O

c¢) Points d'inflexion d’une courbe

Soitl la courbe d’équation f(x, y) = 0, ou f est définie et de cladsiCun ouvert d&?. Si un point régulier M

0 f f,

del est un point d'inflexion, alors ses coordonnées annulent le déternfinant, f,, |.

fy fy T

Application :une conique non dégénérée n'a pas de point d’inflexion.
d) Autres parties du programme ou interviennent des déterminants (voir legons correspondantes)

» Résolution des systemes linéaires : déterminant principal, bordants, formules de Cramer.

» Réduction des endomorphismes : polyndme caractéristique.

« Formes quadratiques : discriminant (= déterminant de Gram d’une base), condition de positivité a l'aide des
mineurs principaux, classification des coniques et quadriques.

« Problemes d’incidence en géométrie affine, en coordonnées cartésiennes ou barycentriques.

« Orientation, produits mixte et vectoriel, calcul de distances, aires et volumes, propriétés métriques des courbes.
« Problemes d’élimination : résultant (= déterminant de Sylvester), discriminant.

« Calcul différentiel : jacobien ; équations différentielles linéaires : wronskien.
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