TRIGONALISATION DES ENDOMORPHISMES, SOUS-ESPACES
CARACTERISTIQUES ; APPLICATIONS.

Remarques générales

Insister sur les applications. Prévoir des exemples intéressants : matrices réelles trigonalisables mais non
diagonalisables ; matrices réelles non trigonalisables Ratisécessitant un travail dabs

Plan

Introduction

SoientK I'un des corpk ou C, E unK-espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme de E. On
notex, le polynéme caractéristique de upetson polynéme minimal. On suppose connues les généralités

concernant ces notions.
1. Endomorphismes trigonalisables

» On dit que u edrigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure.

* Une matrice M de MK) s’identifie a 'endomorphisme uK" -~ K", X > MX. On dit que M est
trigonalisable si u est diagonalisable.

« Inversement, si il L(E) a pour matrice M dans une base de E, u est trigonalisable ssi M est semblable a une
matrice triangulaire supérieure, ssi M est trigonalisable.

* | u est trigonalisable sgj, est scino’éC’est toujours vrai lorsque K = C.

Exercice :Soient u et v deux endomorphismes trigonalisables qui commutent. Montrer qu’on peut les
trigonaliser dans la méme base.

2. Sous-espaces caractéristiques, décomposition spectrale

k k
Dans toute cette partie, on suppose gyest scindé. On notg , = rj A =X)Mety, = I_j (X=A)", ou
1= 1=

les A, désignent les valeurs propres deux a deux distinctes de u.

a) Lemme des noyaux

Soient B, ..., B des polyndmes d& [X] premiers entre eux deux a deux et P fPR.R. Alors

Ker P(u) = élKer P;(u) |.

b) Sous-espaces caractéristiques

* N(A,) =Ker(u-A,id)"" est appel&ous-espace caractéristique associé a la valeur propre

k
| E= DlN()\i) , chaque NX)) est stable par u et dim N{ = m |. De plus, il existe une base de chaque\)N(
1=

telle que la matrice dans cette base de I'endomorphisme induit par u soit triangulaire supérieure. En définitive, il



@, 0 = 0
existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de Iaétg')rm-_lt%2 0 O
0 -~ 0 Tk%

¢) Décomposition spectrale

\ u s’écrit de maniere unique sous la forme u = d + n, avec d diagonalisable, n nilpotent et bn = nd.

Exercice :Soient MOGL (C) et p= 2. Montrer que si M est diagonalisable, alors toute matrice N telle
gue N’ = M est encore diagonalisable.

2. Applications de la trigonalisation (& développer sur des exemples)
Dans les applications suivantes, on suppose que A = D + N, avec D diagonalisable et N nilpotente d’indice r.

a) Calcul des puissances et de I'exponentielle d’'une matrice

r-1 =1
AK=(D+N)< =5 CIN'DK et er =ePe = § |
k il
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SiD= P% g‘l, alorsD'=P0 . [PleteP=pPO . P
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b) Etude de systémes de suites a récurrence linéaire d'ordre 1 et de suites a récurrence linéaire d’ordre n

Si (U,) est définie par pet U, = AU,, alors U= APU, .

Si (u,) est definie par g uy, ..., Y, €t U, = U, + aUy,, + ... + 34U, , ON Se ramene au cas précédent en
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posantUp=Eup+l EetAzBé 0 %
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p+n-1 a1 ...... an—l

¢) Résolution de systemes différentiels linéaires d’'ordre 1 et d’équations différentielles linéaires d’ordre n

Le systeme différentiel X’ = AX a pour solution géné, avec CJ K",

L’équation différentiellex(™ = ayx +a,x’+---+a,_,x("™ se raméne au cas précédent en posant
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