
TRIGONALISATION DES ENDOMORPHISMES, SOUS-ESPACES
CARACTÉRISTIQUES ; APPLICATIONS.

Remarques générales

Insister sur les applications. Prévoir des exemples intéressants : matrices réelles trigonalisables mais non
diagonalisables ; matrices réelles non trigonalisables dans R et nécessitant un travail dans C.

Plan

Introduction

Soient K  l’un des corps R ou C, E un K -espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme de E. On
note χu le polynôme caractéristique de u et µu son polynôme minimal. On suppose connues les généralités
concernant ces notions.

1. Endomorphismes trigonalisables

• On dit que u est trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure.

• Une matrice M de Mn(K ) s’identifie à l’endomorphisme u : K n →  K n, X a MX. On dit que M est
trigonalisable si u est diagonalisable.

• Inversement, si u ∈  L(E) a pour matrice M dans une base de E, u est trigonalisable ssi M est semblable à une
matrice triangulaire supérieure, ssi M est trigonalisable.

• u est trigonalisable ssi χu est scindé. C’est toujours vrai lorsque K = C.

Exercice : Soient u et v deux endomorphismes trigonalisables qui commutent. Montrer qu’on peut les
trigonaliser dans la même base.

2. Sous-espaces caractéristiques, décomposition spectrale

Dans toute cette partie, on suppose que χu est scindé. On note χu = (λ i − X)m i

i=1

k

∏ et µu = (X − λ i )
r i

i=1

k

∏ , où

les λ i désignent les valeurs propres deux à deux distinctes de u.

a) Lemme des noyaux

Soient P1, ..., Pk  des polynômes de K [X] premiers entre eux deux à deux et P = P1P2...Pk. Alors

Ker P(u) = ⊕
i=1

k
Ker Pi (u) .

b) Sous-espaces caractéristiques

• N(λ i ) = Ker(u − λ iid)r i  est appelé sous-espace caractéristique associé à la valeur propre λ i.

• E = ⊕
i=1

k
N(λ i ) , chaque  N(λ i) est stable par u et dim N(λ i) = mi . De plus, il existe une base de chaque  N(λ i)

telle que la matrice dans cette base de l’endomorphisme induit par u soit triangulaire supérieure. En définitive, il



existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de la forme 

  

T1 0 L 0
0 T2 O M
M O O 0
0 L 0 Tk















 avec 

  

Ti =

λ i ∗ L ∗
0 λ i O M
M O O ∗
0 L 0 λ i















.

c) Décomposition spectrale

u s’écrit de manière unique sous la forme u = d + n, avec d diagonalisable, n nilpotent et dn = nd.

Exercice : Soient M ∈ GLn(C) et p ≥ 2. Montrer que si M est diagonalisable, alors toute matrice N telle
que Np = M est encore diagonalisable.

2. Applications de la trigonalisation (à développer sur des exemples)

Dans les applications suivantes, on suppose que A = D + N, avec D diagonalisable et N nilpotente d’indice r.

a) Calcul des puissances et de l’exponentielle d’une matrice

Ak = (D + N)k = Ck
i NiDk − i

i=0

r −1

∑  et eA = eDeN = eD Ni

i!
i=1

r −1

∑ .

Si 

  

D = P
λ1 0

O
0 λn









 P−1, alors 

  

Di = P
λ1

i 0
O

0 λn
i













P−1  et 

  

eD = P
eλ1 0

O

0 eλ n













P−1.

b) Etude de systèmes de suites à récurrence linéaire d’ordre 1 et de suites à récurrence linéaire d’ordre n

Si (Up) est définie par U0 et Up+1 = AUp, alors Up = Ap U0 .

Si (up) est définie par u0, u1, ..., un-1 et up+n = a0up + a1up+1 + ... + an-1up+n-1 on se ramène au cas précédent en

posant 

  

Up =

up

up+1

M
up+n−1

















 et 

  

A =

0 1 0 L 0
M O 1 O M
M O O 0
0 L L 0 1
a0 a1 L L an−1

















.

c) Résolution de systèmes différentiels linéaires d’ordre 1 et d’équations différentielles linéaires d’ordre n

Le système différentiel X’ = AX a pour solution générale X = etA .C , avec C ∈  Kn.

L’équation différentielle   x
(n) = a0x + a1x’+L+ an−1x(n−1)  se ramène au cas précédent en posant

  

X =
x
x’
M
x(n−1)













 et 

  

A =

0 1 0 L 0
M O 1 O M
M O O 0
0 L L 0 1
a0 a1 L L an−1
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