APPLICATIONS GEOMETRIQUES DES NOMBRES COMPLEXES :
ETUDE DE CONFIGURATIONS, DE TRANSFORMATIONS .

Remarques générales

* Nous donnons seulement un inventaire des questions qui peuvent étre abordées. La legon gagnera a étre
illustrée par quelques exercices substantiels.

* Il ne faut pas se contenter du programme de Terminale ! Etudier_a I'aide des nombres complexes les inversions
et les transformations circulaires permet d’élargir le plan de facon intéressante.

Plan

1. Principes de I'utilisation des nombres complexes en géométrie

« Soit P un plan affine euclidien orienté muni d’un repére orthonormé digedt J). L'application P - C,
M=0+xI+yJ>z=x+iy, est un isomorphisme d’espaces affines euclidiens orientés. On dit que z est
I"affixe du point M et on note M(z). L'application associde— C, Ui=x[+yJr>z=x+iy, est un
isomorphisme d'espaces vectoriels euclidiens orientés. On dit que &fest lu vecteurt et on notet(z).

« Etant donnés deux vecteuts(z,) et U,(z,), leur produit scalaire s’exprime pay.u, = Re(z,Z,) et leur
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angle(uy, u,) a pour mesurerg (C’est justement I'existence de la fonction argument, isomorphisme de

(U, x) sur R/21Z, +) qui permet de mesurer les angles !)

e Soit f : M~ M’ une application de P dans P. f s’identifie a I'applicatiomz’ de C dansC, avec M(z) et
M’(z"), appeléeexpression complexe de f.

2. Etude de configurations
a) Droites et cercles

* Droites
Toute droite a une équation complexe de la foene az + b = 0, avecaJC" et b OR. Réciproquement, toute

équation de cette forme représente une droite, de vecteur normal a et pass%gg par

« Condition d’alignement
Trois points distincts A, B, C sont alignés ssi le rapr-i;e:n% est réel.

* Cercles
Tout cercle a une équation complexe de la forre-az+az+b =0, avecallC et b OR. Réciproquement,

toute équation de cette forme représente un cercle, de centre - a et de|af§/eb , ou 'ensemble vide.

« Conditions de cocyclicité

Quatre points distincts A, B, C, D sont cocycliques ou alignés ssi le blra%peg/— de leurs affixes est
réel, ssi AB.CDt AC.BD + AD.BC =0.

b) Polygones réguliers



Un polygoneA,A,...A (il est pratique d’indicer aveZ/nZ, de sorte que n + 1 = 1) est digulier lorsque

tous ses cotéd A, ,, sont égaux et tous ses aniki@\i-l, AiAi+1) sont égaux. Pour étudier un tel polygone, on
travaille dans le plan complexe en prenant pour origine I'isobarycentre Q efesmposanta 1.
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* AJA,...A, estun polygone régulier ssi, pour toud;i,= £'71 ou¢& est une racine primitive n-eme de I'unité.

ellya =+ ¢( ) polygones réguliers a n cotds €tant I'indicatrice d’Euler) dont un seul est convexe (les autres
sont dltsetones)

3. Etude de transformations
a) Similitudes

« La translation de vectedr(b) a pour expression complexe z' = z + b. La rotation de cé&dhfse et d’angled
a pour expression complexg = e'®z+ (1-e'®)w. Réciproquement, toute expression complexe z’ = az + b,
avec |a| = 1, représente une translation si a = 1, une rotatigrisi a

az+p
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Réciproquement, toute expression complexe zz=+eb, avec |a| = 1, représente une réflexicabsi b = 0, une
réflexion-translation séb + b # 0.

* La réflexion d'axe D, d'équationaz+oaz+PB=0 a pour expression complexe =-

f est une similitude directe (resp. indirecte) ssi il existe des nombres complex@etab tels que, pour tout
nombre complexe z, f(z) =az + b (res@.+ b).

b) Inversions

On travaille désormais dans le plan confong {} et on appelle “cercle” soit un cercle @e soit la réunion
d’'une droite deC et du point & I'infini. Linversion de pble P et de puissance ¥ (¥ est I'application i définie

par i(P) =o, i() = P et sinon i(M) = M’ ot M’ est le point de (PM) tel qid.PM’ = k. Son expression

complexe est’' = p+ 5=

5 (plus simplement’ :; si on prend le p6le pour origine).

\ Une inversion est une bijection involutive qui transforme tout cercle en un ¢ercle.

c) Transformations circulaires

Les bijections du plan conforme dans lui-méme qui transforment tout cercle en un cercle sont exactement les

b az+b

. az+
homographiez - =+d et les antihomographies - o+d (ad - bz 0).

Bibliographie

TISSERON,Géométries affine, projective et euclidienhermann
BERGER,Géométrie tome ZEDIC/Fernand Nathan

AVEZ, La lecon de géométrie a I'oral de I'agrégatidvlasson
ARNAUDIES et FRAYSSECours de mathématiques, tomeDLinod



