ORIENTATION D'UN ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN DE DIMENSION 3.
PRODUIT MIXTE, PRODUIT VECTORIEL. APPLICATIONS.
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Contexte :

E désigne un espace vectoriel euclidien (e.v.e.) de dimension 3 (sauf mention contraire).

Onnote (. | .) ou . son produit scalaire.
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1. Orientation. Produit mixte.

1.1 Définition : orientation de I'espace

Soit E un ev.e. de dimension n Remargue : on démontre que larelation % définie sur E par :
G U '

Orienter E, c'est choisir unebase B deE. BAB - detsB>0

L, . est une relation d'équivalence qui comporte deux classes quel'on

Soit B' une autre base de E. On dit que : o

appelle "orientations' de E

* B estdirectelorsquedetg B'>0
» B estindirectelorsque detg B' <0

Remarque : cette définition reste valable sans I'hypothése "E euclidien”.

Pour la suite, on suppose que E est orienté.

Orientation d'un plan P dans un e.v.e. E de dimension 3 orienté par une base B :
Sait (u, v) une base de P.

Orienter le plan P, c'est choisir un vecteur w normal a P tel que la base (u, v, w) soit directe.

1.2. Propriété : invariance du déterminant par changement de base orthonormeée directe
Soit E un e.v.e. de dimension n.
Soient B et B' des bases orthonormées directesde E et vy, vy, ..., v, desvecteursde E. Alors:

detg (Vi, Vo, ..., Vi) = detg (Vq, Vo, ..., V)

Démonstration :

Soit P lamatrice de passage de labase B alabase B' : P = Pass(B, B') = Matg (B') = Matg g (1dg)

Pour tout vecteur x [0 E, on a, en notant X = matg(x) et X' = matg (X) : X=PX

Or, les bases B et B' sont orthonormées (donc P 00 O,(R) d'ot det P = 1 ou —1) et directes (donc det P > 0).
En conségquence, det P =1 d'ou :

detg (Vq, Vo, ... , Vi) = detp (V, Va, ..., Vi) X detg (Vi, Vo, ..., V) = detg (Vq, Vo, ..oy V)

1.3. Définition : produit mixte

Soit E un e.v.e. de dimension n.

On appelle produit mixte des vecteurs vy, vy, ... , V,, de E leur déterminant dans une base orthonormée directe
guelconque. On le note :

Det(vy, Vo, ..., Vyy) OU encore [Vy, Vs, ..., Vi

Le produit mixte de n vecteurs ne dépend donc pas de |a base orthornormée directe choisie.
Par contre, il dépend de I'orientation.

Pour lasuite, n = 3.
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1.4. Propriétés du produit mixte :

L'application : ExExE - R
(u, v, W) = [u, v, w]

est uneformetrilinéaire alternée qui vaut 1 pour les bases orthonormées directes.

En particulier : [uv,w] =0 = u,Vvetwcoplanaires

Démonstration :

C'est une forme trilinéaire alternée car le déterminant de trois vecteurs I'est.

Elle vaut 1 pour les bases othonormées directes car |e déterminant d'une matrice orthogonal e directe vaut 1.
Ona: [uvyw]=0 = Det(u,v,w)=0 = u,vetwliés

Et comme E est de dimension 3: [uv,w] =0 = u,Vvetwcoplanaires

2. Produit vectoriel

2.1. Théoréme (Riesz-Fischer)
Soient u et v deux vecteurs de E.

a) L'application: $:E >R
X[y v, X

est une forme linéaire.
b) Il existe un unique vecteur a de E tel que::
OxOE, ¢(X) =[u,v,X] =a.x

Démonstration :
a) ¢ est uneforme linéaire puisque le déterminant est linéaire par rapport ala derniére place.

Preuve de b) analytiguement :

* Unicité: sil existeaeta' telsque: Ox OE, [uv,X]=a.x=a .x
Alors: OxOE,(a-a).x=0
Donc le vecteur a — a' est orthogonal atout vecteur de E. C'est donc le vecteur nul d'oti: a=a'.
» Existence:
Soit B = (i, j, k) une base orthonormée directe de E. On sait qu'alors:
[u, v, X] =detg(u, v, X)

Notons U la matrice constituée des vecteurs colonnes u, v et x exprimés danslabase B :

U Vi X
Notonsla: U=ju, v, X
Us V3 X3
TRV Ceci prouve, au passage, que les
Onaalors: detg(u, v, X) =det(U) = [u, Vv, X coordonnées de a (qui par définition
n'est autre que u Lv) sont :
Us V3 X3 a )
i _ . (UzV3 = U3Vz ; —UsVs + UgVs ; UgVz = Uav1)
En développant suivant la derniére colonne :

[u, v, X] = det(U) = Xy (UzV5 — UsVp) — Xo(U1V3 — UgVy) + Xg(UrVa — UpVa)

Posons : a=(UgVz — UgVp) i + (—(upvs — Uavy)) j + (UgVo — Upvy) K
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Aing, onabien: [uv,X] =a.x

Autre démonstration de b) al'aide du dual E" de E :

On considére I'application : fiESF
a— @:E >R
X a.x

f est une application linéaire :
Oa, bOE,ADOR,
OXOE, f(a+Ab)(X) = @up(X) =(@+Ab) . x=a.x+Ab.x=@(X) + A@,(X) = f(a)(X) + Af(b)(X)
f(a+Ab) = f(a) + Af(b)

f estinjective:
Oa, bOE,
f(@ = f(b)
OxDOE, f(a)() = f(b)(x)
OxOE, a.x=b.x
OxOE, (a=h).x=0
a—b est orthogonal atout vecteur de E
a-b=0
a=b
Or: dim(E") = dim(L(E, R)) = dim(E) x dim(R) = dim(E)
Donc f est un isomorphismede E sur E’.
Or,onavuqued O E". Donc: OlaldE | f@=¢
Cest-a-dire: O'alE | DxOE, ¢(x)=f(@(x)=a.x

2.2. Définition : le vecteur a défini ci-dessus, sappelle produit vectoriel deu et v. Onle note:

a=ulv

Pour trois vecteurs u, v et w quelconques, on a donc :

[uvywl=udv).w

On a également, par alternance du déterminant et symétrie du produit scalaire :

[uvywl=-[v,uw]=[v,w,ul=(vOwW.u=u.(vOw)
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D'aprés la premiére démonstration de 2.1, on a également :

2.3. Expression analytigue du produit vectoriel

Soit B = (i, j, k) une base orthonormée directe de E.
En notant (x, y, 2) et (X, y', Z) les coordonnées respectivesde u et vdanslabase B, on a:

y vy
z 7

r4l
J+
X X

X X
y v

z
ullv= i+ k

2.4. Propriétés du produit vectorid :

« L'application O (de E? dans E) est anticommutative, bilinéaire et non associative.
e ulvlOueulvOv
e ulv=0 « uetvsontcolinéares

* Siuetvsontnonliésaors (u, v, u 0O V) est une base directe de E

Démonstration :

Soientu, v,V OEetA OR.

e Anticommutativité :

OwOE, (vOu.w=[v,uw =-[u,vyw] =—(u OV).w
Et par unicité du vecteur v O u (Théoreme 2.1.) :
vOu=-ulv
 Bilinéarité:
Linéarité par rapport aladeuxiéme place:
OwOE, (uO(v+Av)).w=[u,v+AVv,w
Par trilinarité du produit mixte :
[u v+AV,w] =[u, v, w] + A[ UV, W]
D'ou: (uO(v+AV) . w=Uu OV).w+A(u OV). w=Uu Ov+A(u OV)).w
Et par unicitédeu O(V+A V):
udv+Av)=u Ov+A(u OV)

Linéarité par rapport ala premiere place:

(V+A)Ou=—u OW+AV)=—u Ov-Au OV)=vOu+ AV Ou)

» Non associativité : voir un peu plus bas.

e Ona: (udOv).u=[u,v,u=0donculvOu
De méme: udvOv

e Supposons: ullv=0
Alors: OwOE @uOv).w=0

OwOE, [uv,w] =0

Donc, daprés1.4. : Ow0OE, u,vetwcoplanaires
Siuetvnonliésaors: Ow0OE, w0 Vect(u, v)
D'ou: E O Vect(u, v)

Ce qui est absurde car dim Vect(u, v) = 2.
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Donc : u et v sont colinéaires

Réciproquement, supposons: u et v sont colinéaires
Alors: OwOE,[u,v,w] =0

OwOE @uOv).w=0
D'ou: uldv=0

On en déduit la non associativité du produit vectorie :

Il suffit de choisir deux vecteurs u et v non nuls et non liés.

On adonc, par contraposition dece qui précéde:u O v#0

On constate alors que:: (uOu Ov=00Ov=0
Supposons que : uld(udv)=0
Alors uetu 0 vsontliés
Cequi est absurde car : ulvOdu

Donc: ulOudOVv£0
D'ou: (uOu Ov£2uDO @OV

Ce qui prouve la non associativité du produit vectoriel.
* Suetvsontnonliés.
Commeonavuqueu O vest orthogonal au et v, (u, v, u O V) est bien une base de E.
Montrons quelle est directe. Soit B une base orthonormeée directe de E
detg(u,vu O V) =[u,v,uOV]=uDOV).(uDOv)>0

Donc labase (u, v, u O V) est bien directe.

2.5. Formule du doubl e produit vectoriel

udvOw=Uu.wv-(u.v)w

Démonstration :

* Siv=0, laformuleest évidente.

e Svz0etw=Av(AOR)dors:
u.wv-Uu.vVyw=A(u.V)v-A(u.v)v=0=u O(v O w)

* Supposons (v, w) libre.

Posonsi = ﬁ et choisissons| dans Vect(v, w) tel que (i, J) soit une base orthonormée.
v

Choisissons enfin k tel que (i, j, K) soit une base othonormée directe de E.
On aalorsdesrelations delaforme:
v=oi;w=Bi+y e u=ai +bj +ck
Oncalculedors:
vOw=a@ OPi+yj))=ayi Oj=ayk dou u O(v O w)=-aayj+bayi
Et d'autre part :
(uwv-(u.vyw=(aB+by)v-aaw=aafi+bayi —aafi —aayj=-aayj +bayi

D'ou: udvOw=Uu.wv-(u.v)w
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Une autre démonstration :

On considére les applications :

b:E SR
(uv,w) = u Od(v Ow)

o:E S5R
(uv,wWkH Uu.Wwv-(u.v)w
¢ et @ sont des formestrilinéaires.
Soit B =(i, j, k) une base orthonormée directe de E.
Vérifions que ¢ et @ coincident sur une base de E> (qui est de dimension 3% = 27)
Une base de E® sobtient en considérant tous |es triplets de vecteurs formés des vecteurs de labase B de E :
(i, 1,1), (i,i,j), ..., (k, k K))
Ona: o@,i,i)=i d@ 0i)=0
@i, i,iy=@.10)i-(@.ii=0
oG@,i,))=i O30 Oj)=i Ok=-j
@i, L,))=0.))i-@.0)j=-]
On procéde de méme pour les autres "triplets vecteurs' de la base de E®.

On en déduit que, puisque ¢ et @ coincident sur une base de E, elle sont égales sur E°.

Remargue : on a également :

uUDOvyOw=-wOUuOVW=U.Wv-(v.w)u

Exercice: al'aide de laformule du double produit vectoriel, déterminer une condition nécessaire et suffisante
pour que : udvOw=uOvOw
Cette égalité équivaut a: uUwv-Uu.vyw=Uu.w)yv-(v.w)u

(u.vyw=(v.w)u

Donc u et w sont liés.

Réciproquement, si u et w sont liésaors: w=Au (AOR)

Onaalors, d'une part : u.vVyw=Au.v)u

Et d'autre part : (Vv.w)u=A(u.v)u

D'ou: udvOw=uOvOw

On conclut : udivOw=ulOvdw = uetwliés

Ce qui montre, d'une autre fagon qu'en 2.3., que le produit vectoriel n'est, en général, pas associatif.
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2 2 2 2
2.6. ldentité de Lagrange : (u.v) +Qludv| =ull xNIvl

Démonstration :
lu Dv||2:(u Ov.uOvV=[uvuldv=[vuOv,u=(OuOVv).u

Mais d'aprés laformule du double produit vectoriel :

vOuOv=(.viu—-(v.u)v

R 2 2 2 2
D'ou: fuDviE=lull <fivil =(u.v)
Remarque : soit B(i, j, k) uneb.o.n.d. de E telle que u, v 0 Vect(i, j). Alorsl'identité de Lagrange sécrit :
00 +yy)? + (xy = xy)? = (¢ +y)) (X% +y?)
(ot u(x, y, 0) et v(X, y', 0) dans la base B)

2.7. Conséquence
Si 6 désigne I'angle géométriquedeu etvona:

fu DO vi=lulx{vilisn®, (6 0[O, )

Démonstration :
Utilisons I'identité de Lagrange :
2 2 2 2 2 2 2 2 . 2
lu DV =lull xIvii =) =lull x| vI (1= cos(u, v)) =lull x[Iv]] sin’(u, V)
Et comme 0 est un angle géométrique, sin 8 >0 d'ou :

fubvli=fuli>fvlsn6

2.8. Théoréme:
Soient u et v deux vecteurs non liés et P le plan engendré par u et v. Soit w un vecteur unitair e orientant P.
Alors: utdv=|ufx|v]sin(u, v) w

Ou (u, v) désigne I'angle orienté de u et v selon w dans le plan P.

Démonstration : Découle du fait que (u, v, u O V) est une base directe.

ulv ulv
w
V V
T A
u u
W
m ﬁ v
‘ angle orienté (u, v) positif ‘ angle orienté (u, v) négatif
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2.9. Exercice

E est un e.v.e. de dimension 3.

Soit f O £L(E) un endomorphisme antisymétrique. (C'est-a-dire: 0(x, y) O E (f(X) |y) = - (x| f(¥)))
1. Démontrer que Im f = (Kerf)".

2. Démontrer que f est derang pair.

3. Démontrer quil existeununiquea 0 Etel que: OX O E, f(X) =al x
Solution:

Existence

Soit A lamatrice de f dans une base orthonormée de E.

A est donc antisymétrique : A=-"A
Onadonc: det(A) = det(- 'A) = (-1)° det(‘A) = —det(A)
Donc: det(A) =0

A, et donc f n'est en conséguence pasinversible d'ou :
Ker f {0}
S f=0,dorsa=0 convient.
Supposons désormais f # 0. AlorsKer f est de dimension 1 ou 2.
Onadonc: rgf=2oul

Nous allons montrer querg f = 2.

Montrons tout d'abord que Im f = (Ker f)".

Soient x et y dans E.

Ona: xUKerf = f})=0= (f91y)=-(x[f(y)=0
D'ou: Imf O Ker f

En conséquence : Imf O (Kerf)"

Or, d'aprés le théoréme du rang : dmimf=3-dimKer f

Enoutre: dim (Kerf)"=3-dimKer f

Dol : Im f =(Ker )"

Drautre part, il est clair que Im f est stable par f, donc I'endomorphisme g induit par f sur Im f est toujours
antisymétrique (pour le produit scalaire induit).
Si Im f est dedimension 1 dlorsil existe u (0 E, non nul, tel queIm f = Ru.
Donc: g(u) =ku aveck O R
Et comme g est antisymétrique : (ulg(w) =—(g(u) | u)
K [lulf® = —KJul
Et comme u est non nul : k=0
Donc f serait nulle sur Im f.
Or, onavu que Im f = (Ker f)” donc E=Kerf OImf
Donc f serait nulle sur E, absurde.

Onendeéduit:rg f=2etdimKer f=1.
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Soient (i, j) une base orthonormée de Im f et k tel que (i, j, k) soit une base orthonormée directe de E.

Comme f est antisymétrique, lamatrice de f danslabase (i, j, k) est delaforme:

0 -a 0

a 0 O

0O 0 O
Oncaculedors: ak Oi=aj=f(i)
okO j =-ai = f(j)
ok O k=0=f(k

Posons a = ak. Par coincidence sur une base de f et x > ak O x, on déduit :

OxOE, f(x) =alx

Unicité :

Supposons : OxOE, f(x) =alx=b0Ox
En particulier pour x =a: 0=bD0Oa
Doncaetbsont liés: b=A,AOR
Alors: OxOE, f(x) =aOx=Aalx

En particulier pour un x tel queal x# 0, on obtient :A =1

D'ou : b=a

3. Applications

3.1. Interprétation géométrigue du produit vectoriel et du produit mixte :

* Jlu O v| est I'aire du parallélogramme construit sur u et v.

* |[u,v,w] | est le volume du parallé épipéde construit sur u, v et w.

1 s .
. 5 [ [u, v, w] | est e volume du tétraédre construit sur u, v et w.

udv

Démonstration :
Pour le parallélogramme :
Aire=Basex Hauteur = ||v||xh=]v[[x|Ju[[xsn®=|u O v]|

Pour le parallélépipéde :

Volume=Base x Hauteur = Ju O v||xh=]u O v|x|w|xcos@=|(u OV).w=]|[u,v,w] |
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Pour le tétragdre :

1
Volume = %x Base x Hauteur = — x —||u O v % ||w] % cos8 = E|[u,v,w]|

Wik
N

3.2. Distance d'un point a une droite. D'un point a un plan

Soit E un e.v.e. de dimension 3 et & |'espace affine associé.

SoitD=(A u)etMO&. Alors:

a0y = AMﬁDu I
[lul
Soit P(A, u, v)etMO&. Alors:
dm, p) = ILAM. U V]
fubv|

Démonstration :

C'est un conséquence immediate de 3.1.

On calcule l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs uet AM eton divise par lalongueur || u || dela

base pour avoir la hauteur du parallélogramme qui n'est autre que d(M, D).

M

On procéde de méme pour calculer la distance d'un point M a un plan P(A, u , v ) : on calcule le volume du
parallé épipéde construit sur u, vet AM (ce volume vaut |[AK/I,G,\7] |) et on divise par I'aire de la base (qui

est || udv |) pour obtenir la hauteur h du parallélépipéde que n'est autre que d(M, P).

3.3. Rotations de E. Calcul explicite de l'angle.

Soit f unerotation de E d'angle 8. Notonsi un vecteur unitair e orientant son axe.

On peut déterminer 6 al'aide des deux conditions suivantes :

tr(f) =1+ 2cos 6

sin 6 est du signe du produit mixte [x, f( X), i] ou x est un vecteur quelcongue non colinéaire &i

Démonstration :

On sait qu'il existe une base orthonormée directe B = (i, j, k) de E dans laguelle lamatrice de f est :
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1 0 0
A=|0 cos® -sinB
0 snO cos6
Onaadlors: tr(f) =tr(A) =1+ 2cos6
Soit x O E, non colinéaire & i.
Notons (a, B, y) les coordonnées de x dans la base B.
Les coordonnées de f(x) se calculent par :

1 0 0 a a
0O cos® -sinB||B |=|PBcosb-ysind
0 snB cosb )\y [BcosB+ysinG

a a 1
[x, f(x), 1] = dets(x, f(x),i)= [B BcosB-ysin® 0O =(B*+y)sin6
y BcosB+ysinB O

Comme B? + y* # 0 car x est non colinéaire i, on en déduit :

sin 6 est du signe du produit mixte [X, f( X), i]

3.4. Corps des quaternions

Soit E un e.v.e. dedimension 3.
Soit H=R x E muni desdeux I.c.i. suivantes:
(@, u+@B,v)=(@+p,u+v)
(a,uyxB,v)=@PB-uv,av+Bu+udyv)

Alors H est un corps non commutatif. (Appelé corps des Quaternions)

Démonstration :
* (H, +) est un groupe commutatif
* (1,0) est neutre pour laloi x.
* Associdtivité delaloi x :
[(a,u)xB W] x(y,W=(@B-u.v,av+Bu+u V) x(y,w)
=((aB-u.v)y-(av+Bu+udv).w,(@B-u.vyw+ylav+Bu+tuOVv)+(av+Bu+u dv)Ow)
La premiére coordonnée est égale a:
apy-yu.v-av.w-pu.w+[u,v,w|
qui est une expression symétriqueen a, 3, y et u, v, w.
La deuxiéme coordonnée est égale a:
oapw—-(u.vyw+ayv+pByu+yu Ov+ov Ow+Bu Ow+u Ov)Ow
Qui se calcule al'aide de laformule du double produit vectoriel :
uOvwOw=@u.w)v-(v.wu
D'ou I'expression suivante :

apw-(u.v)w+ayv+pyu+yu Ov+av Ow+Buldw+(u.w)v—(v.wu
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Ce qui est I'expression obtenue en cal culant la deuxiéme coordonnée de (a , u) X [(B, V) X (Y, W)]. ©nfait confiance

Ladistributivité est laissée atitre d'exercice.
Enfin, explicitons le calcul de l'inverse, pour %, de tout € ément non nul :

On définit, sur H, une notion de conjugaison :

(oyu) = (a, —u)
On vérifie qualors : (o, u) x (o,u) = (o,u) % (a,u)=(a?+]ulf) 0)

Doncsi (a, u) # (0, 0), ona: (a,u)t= %(a, -u)
o+ |lull

Enfin, on peut remarque que laloi x est non commutative :

Si B =(i, j, k) est une base orthonormée directe de E, on a:

(0,1) x(0,)) = (0, k) et (0,]) x(0,i) =(0,K)
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3.5. Division vectorielle

Soient u, v O E avec u non nul.
L'équation ulx=v
d'inconnue x admet des solutions si et seulement si u. v=_0.

Dans ce cas, les solutions sont de laforme::

X=AUu- uOvouArOR

2
llull

Démonstration :

Supposons que I'éguation u 0 x = v admette au moins une solution X.

Alors: uduOx)y=ulv

D'apres laformule de double produit vectoriel :
(u.x)u-Jlulfx=uDv

Et comme u est non nul :

u.x

uOvavecA = >
flull

Réciproquement, si x est delaforme:

x:)\u—ﬁuDVOUADR
u

Alors: qu:—" 1”2 ulduOv)=-
u

X est donc solution si et seulementu.v=0

1
llul?

(u.V)u+v
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