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1. Convergence. Divergence. Généralités

1.1. Définition

e Ondit qu'une suite (u,) convergeversunréel £ si ;

OeORY, INON,OnON, (n=N = |u,— 4 <€)

Avec les quantificateurs, la divergence sécrit :

e Siuntel réel £ n'existe pas, on dit que (u,) diverge. O¢OR, CEORY, ONON, ON, (03 N & jun- £>€)

e Ondit qu'une suite (u,) diverge vers+oo s :
ODAORY, INON,OnON,(n>N = u, = A)
e Ondit qu'une suite (u,) diverge vers —o si (—U,) diverge vers +oo, autrement dit :

OBORY,INON,OnON,(n>N = u,<B) B=-A

Exemples de manipulation directe de cette définition :

1. Démontrer que lasuite (u,) définie par u, = (-1)" diverge.

Supposons au contraire qu'elle converge vers un certain réel £ :

DeORY,INON,OnON,(n=N = |[(-1)"-¢| <€)
1
Avece = E,celadonne:
1 N 1
IZNDN,DnDN,(n>N:>£—E<(—1)<£+E)
. . 1 1
Pourunentlernpalrtelquen>N,ona:Z—E<1<£+E
Donc: (=, =1
. N 1 1
Pour un entier nimpair tel quen > N: Z—E<—1<Z+E

Donc: ZD[—%,——]

Absurde, donc (u,,) diverge.

On verraplusloin une autre démonstration & l'aide des suites extraites.

1"
n

2. Démontrer que la suite (v,,) définie par v, = converge.

Le calcul des premiers termes de (v,,) hous ameéne ala conjecture : (v,) converge versleréel 0. Montrons-le.
Fixonse O RY.

On cherche a prouver I'existence d'un entier N tel que:
OnON,(n=N = || <¢)
Cest-a-dire: OnON,(n>=N = 1<ng)

OnON,(n=N = n>%)
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On constate quiil suffit de choisir : N= E(—] +1>

Donc (v;,)) converge vers Q.

1.2. Propriété Unicitédelalimite

Si (up) converge alors salimite £ est unique

Démonstration :

Soit e 0 RY. Supposons :
e (up) convergevers/; : N ON, OnON, (n= Ny = Ju,— 44 < €)
e (u,) convergevers /4, : N ON,OnON, (n=No = |u, — 4o <€)
Posons N = max(N; ; Ny). Alors:

OnON,(n=N = {1 = 45| < |1 = Uy + |u, — £2] < 2¢)
En faisant tendre € vers 0, on obtient : L1=14,

Notation :

laconvergence de (u,) vers £ senote: lim u,=£ ou U, opop. £

n - +oo

ladivergence de (U,) vers+eo senote: lim U, =+ oU Uy ooop. +00

n - +oo

1.3. Définition Suites de Cauchy
On dit qu'une suite (u,) est de Cauchy si :
OeORY,INON, O, q) ON% (p>q=N = |u,— U <€)

Remarque : par négation, (u,) n'est pas de Cauchy lorsque :
EORY,ONON,Op, ) ON? (p>g >N et |u,— U >¢)

1.4. Propriétés
(u,) converge = (u,) de Cauchy = (u,) bornée

Démonstration :

Supposons que (u,) converge versun réel 2. Soite O RY. Ona:

INON,OnON,(n=N = |u,— 4 <¥)

Soient maintenant des entiersp et qtelsque: p>qg=N
D'apresl'inégalité triangulaire, on a:

Up = Ugl < Jup — £] + Jug — 2] < 2¢
Ce qui prouve que la suite (u,) est de Cauchy.

(On verra, plusloin que, pour les suites réelles, laréciprogue est vraie)
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Comme (uy,) est de Cauchy, onaavece =1etq=N:

N, ON,OpON,(p=N; = Uy —uy| < 1)

Cest-a-dire: P=2N = Un—-1susuy+l
Posons : M =max{|u|; -.- ; [Un-1] , Jlux + 1]}
Ainsi : OnON, Jul <M

Donc (uy,) est bornée.

Exemple:
Montrer la divergence de la suite (u,) définie pour n O N par :
<!
U = Z— (Série harmonique)
k=1k
Pour tout NON*, ona:
2N N
1 1 1 1 1 1
Upy—Uy= ) —— ) == +..+—>N—"—==
- ;k ék N +1 2N~ 2N 2

Donc, il existe un € (a savoir E) tel que pour tout entier N O N, il existe un couple (p, q) O N? (asavoir =N

et p=2N) vérifiantp>q > N et |u, —ug| > €.
Ce qui prouve que lasuite (u,) n'est pas de Cauchy.
D'aprés la contraposée de 1.4., on en déduit que (u,) ne converge pas, donc (u,) diverge.

Onverraplusloin que (u,) diverge vers +oo.

1.5. Opérations algébriques sur |es suites convergentes

a) (up) convergevers/, et (v,) convergevers{, = (U + V) convergevers 4 + £,.

b) (u) bornéeet (v,) convergevers0 = (unVv,) converge vers 0.

¢) (u,) convergevers/, et (v,) convergevers £, = (UV,) converge vers £14,.

d) (u,) convergevers/OR" = {ij converge vers %
n

Démonstration :

a) Soite O RY.
mlDN,DnDN,(n>N1 :>|un_€1|<8)
D\Isz,DnDN,(n>N2 :>|Vn_£2|<€)

Posons N = max(N; ; N). Onaalors:

n=N = |(un"'Vn)_(€1+£2)|< |un_£ll+|vn_€2|< 2
Ce qui prouve que (u, + v,) converge vers 4, + £,.

b) Comme (u,) est bornée:
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MMORY, OnON, ul<M

Soite 0 RY. Comme (v,) converge vers0:

INON,OnON, (0> N = v < ﬁ)
Donc: N=N= |uVvy<e
Ce qui prouve que la suite (u,v,) converge vers 0.
c) Onécrit: UnVn — £1£85 = (U = L)V + £1(Vn — £2)

Ona:

U, — 441 ogoc- 0
(v,) bornée (car convergente)

D'apres b), on deduit (U, = £1)Vy opop- O
De méme, on montre que £1(V, = £3) opogs- 0
Et d'apres ), on deduit uyv, = 14, 0oop. 0 d'ouc).
d) Quitte a changer u, en son opposé, on peut supposer £ > 0.
Comme (u,) convergevers/ :

OeORY,INON,OnON, (n=N = Ju,— 4| <€)
En particulier avec € = %,onobtient:
M\ ON,OnON, (n>N; = O<g<un)

Soit € 0 RY. Toujours, comme (u,) converge vers £ :

[NzDN,DﬂDN,(ﬂ?NZ = |un_€|<8)

Pour n = max(N; ; Np) onaalors:

i—i:lg_un|<§
u, /£ ul 2

. [ 1 ] 1
Ce qui prouve que o converge vers 7
n

1.6. Opérations algébriques sur |es suites divergentes vers +oo

a) (up) divergevers+o = (i] converge vers 0.
n

b) (u,) convergeversO et (u,) strictement positive = [i] diverge vers +o.
n

C) (up) convergevers/ > 0 et (v,) divergevers+o = (unV,) diverge vers +oo.
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Démonstration :

a) (uy) diverge vers +o : DADORY,INON,OnON,(n>N = u,=> A

Soite O RY. Pour A= %,onobtient:

INON,OnON,(n>N = un>l)
€

Par décroissance de lafonction inverse sur R%:

INON,OnON,(n=N = 1 <¢)
un
&)
Donc | — | converge vers 0.
un
b) FixonsA O RY. Comme (u,) converge vers0, on aavec € = %:
INON,OnON,(n=N = u, < %)
INON,OnON,(n=N = 1 = A
un

Donc [i] diverge vers +co.

n
¢) Comme (u,) converge vers £ > 0, on obtient avec € = % :
INON,OnON,(n=N = 0<g < Uy)

Comme (v,) diverge vers +o :

ODAORY, INON,OnON,(n>N = v, > %)

Pour tout n = max(N, N'), onaaors: UV, = A

Ce qui prouve bien que (u,v,) diverge vers +co,

1.7. Théoréme SQuites et applications continues

Soit X une partie non vide de R.

Soit (u,) une suite d'éléments de X convergeant versun réel £ [0 X.
Soit f une application continue en £ et avaleurs dans R.

Lasuite (f(u,)) converge vers f(¥).

Démonstration :

Soite O RY. Alors, comme f est continue en £, on a

[ ORY tel que: (k- £l<n = If(x) -~ f(4)<¢)

Mais la suite (u,) converge vers £. Donc pour ce réel n ci-dessus, on peut trouver N O N tel que:

nN=N= Ju,—4|<n
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On adonc, par transitivité desimplications:

n=>N = [f(u) - f(Ol<e

Ceci prouve que la suite (f(u,)) converge vers f(£).

Dans la pratique, on utilise souvent laversion contraposee de 1.7, en ce sens: si (uy) et (v,) convergent vers £ et

s les suites (f(un)) et ((f(v,)) convergent vers des limites différentes, alors f n'est pas continue en £.

Exemple:
Soit A O [-1, 1].
cos® sixOR"
X X
A sx=0
Alors f n'est pas continue en 0.
En effet, supposons le contraire.

Considérons la suite (u,) définiepour n O N par : u, = %

Comme on a suppose f continue en 0, le théoréme 1.6. permet d'affirmer qu'aors:
f(Un) opos £(0)

Or: OnON, f(u)=1 et f(O)=A

Donc: A=1

Mais, considérons maintenant la suite (v,) définie pour n O N” par :

1

= T+ 2m
2

Le méme raisonnement que ci-dessusmontreque: A =0
D'ou une contradiction.

Donc f n'est pas continue en 0.

1.8. Conséguence du théoréme 1.7.

Soit X une partie non vide de R.

Soit f continue sur X telle que f(X) O X.

. e u, O X
Soit (u,) lasuite définie par :
Uper = f(un)i OnON

Si (u,) convergevers £ aors f(¢) = £

Démonstration :

Immédiat en passant alalimite dans I'égalité : Un+z = f(Un)

Suites de nombresréels Page 7

G. COSTANTINI




1.9. Exercice : théoreme de CESARO

Soit (u,) une suite convergeant versun reel £.

. e * 1 Autrement dit, le théoréme de Césaro
Alorslasuite (v,) définie, pour n O N, par : V= — Zuk
n =1 affirme que la convergence entraine la
convergence en moyenne.
converge également vers 4.

(On dit que (u,) converge en moyenne vers £ ou converge au sens de Césaro)

Démonstration :

Fixonse O RY.
Comme (uy,) converge vers / :
INON,OkON, (k=N = -4 <¢)

Pourn>N,ona:

n

_1 _
Vn“‘ﬁz(“k 0)

k=1
18 13 1 3
- < — u —4|s — u -2+ — u, -4
Mol £ D U=l = D Ju L1+ — D Ju=]
k=1 k=1 k=N+1
1 N
Posons A, = — u —2|.
A= Y I
k=1
Il est clair A, opop. Odonc: INON,OnON,(n>N = |A|<g)

Pour n > max(N, N'), onaaors:

n—-N
n

€< 2¢

1 n
M <A+ = D U —f|<e+
nk=N+1

Ce qui prouve bien que (v,) converge vers /.

Compléments sur le théoréme de CESARO :

1. Une suite qui converge en moyenne ne converge pas necessairement. Autrement dit, la réciproque du
théoréme de Césaro est fausse. Voici un contre-exemple :
Up = (-1)"

D"
n

Onvu que (uy,) diverge tandis que (vy,) définie par v, = converge vers 0.

2. Lethéoréme de Césaro admet un prolongement pour les suites divergentes vers +o :

Soit (u,) une suite divergeant vers +oo.

n
Alorslasuite (v,) définie, pour n O N, par : V, = % ZUk

diverge également vers +co,

Démonstration :
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FixonsAO RY.

Par hypothése : Mo ON,OnON, (n> Ny = u, > 3A)
Pour n> N, on a:
N N
1 0 n 0 n NO
vn—ﬁ U, + — z uk>—Zuk+3 - A
k=1 k=N +1 k=1
1 & N
PosONS Ay = = Uy , ainsi Vo= A +3A-3-CA
n n

k=1

Il estclair Ay ogop. O,donc:  (NyON, OnON,(n>N; = A< A <A
. No
De méme, —3—> Acooon. 0, donc:
n N oo
M, ON, OnON,(n>N, = —A<—3%A<A)

Si bien que pour n = max(No, N1, N»), ona:
V= -A+3A-A
Vp = A

Ce qui prouve bien que (v,,) diverge vers +co,
Dans cette version encore, la réciproque du théoréme de Césaro est fausse. (Voir 3.3.)

2. Quelques théorémes de comparaison et d'encadrement

2.1. Théoreme compatibilité avec I'ordre
Si (u,) converge et : OnON, u,>0 (resp. = 0)
Alors: limu,=>0

n- oo

Lesinégalités deviennent toutes larges lorsgu'on passe a la limite

Démonstration :

Notons £ = lim u, et supposons £ < 0.
n- oo

Pour € = —g (noter qu'on abien € 0 R"Y), la convergence de (u,) sécrit :

INON,OnON,(n>N = un<§<0)

Ce qui contredit I'hypothése de positivité. Donc ¢ = 0.

2.2.Conséquence

Si (uy) et (v,) convergent et : OnON, uy< v, (resp. u, < vy)
Alors: lim u, < lim v,
n - +oo n - +oco

Démonstration :
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On applique 2.1. alasuite (v, — Uy).

2.3. Théoréme
Soient (uy) et (v,,) deux suitestelles que: OnON, uy, < v,
Si (uy) diverge vers +oo alors (v,) diverge vers +oo.

Si (v,) diverge vers —oo alors (u,) diverge vers —co

Démonstration :
Fixons A O RY. Comme (uy,) diverge vers +c :

INON,OnON,(n>N = u, > A
Et commev, = u,:

INON,OnON,(n>N = v, > A)

Donc (v, diverge vers +co.

Idem pour le second énonce.

Exemple:
Prouver que la série harmonique diverge vers +o.

D'aprées la décroissance de I'applicationt > T sur 10 ; +oo[ on aimmeédiatement :

. n+l
OnON, isj 1dx< 1 (IMustrer)
n+1 n X n
- 1
En sommant, pour nalantde1 aN: 0<In(N+1) < Z—
n
n=1

D'ou ladivergence vers +oo de la série harmonique.

2.4. Théoreme d'encadrement ou des "gendarmes"

Soient (uy,), (v,) et (W) trois suitestelles que :

e MNyON,OnON,(n=Nyg = Uy SV, S W)

e (uy) et (v,) convergent versle mémereéel /.

Alors (v,) converge vers 4.

Démonstration :

Soite O RY.

Par hypothese :
N ON, OnON, (n=2N; = Jun— 4| <¥¢)
M, ON,OnON, (n=2N, = Ww,— 4| <¥¢)

Pour n = max(No, N1, N»), ona:
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L—eS U, SV, SW,S/+¢

Donc (v,) converge vers /.

Exercice:
o1

Soit (u,) lasuite définie par : U, = Z—
k=0

Démontrer que (u,) converge vers 2.

Pourn = 5,ona:

_ 1 1 =2 1 1 1 _ 1 n-2 1
Un = 0 + 1 K -1 e 1+ = + -
G G =26 G o n =2 Cn
Or, pour toutk 0 [2,n-2] : ck> c2> n(nz— 1
1 2n-3
Donc . 0< Z_ < An=9

D'apres |e théoreme des gendarmes, on déduit :

D'ou: Un ogoc- 2

2.5 Théoréme limite "monotone"
Toute suite croissante et majorée converge

Toute suite décroissante et minorée converge

Démonstration :
Soit (u,) une suite croissante et majorée.

On considére I'ensemble: {u,, nON}

Cet ensemble étant non vide et majoré, il admet une borne supérieure / O R :

OeORY,INON, f-e<uy</

Enparticulier,avecszﬁ: ENDN,K—%<U,1<£

. 1
Et comme (u,,) est croissante : OnON,(n=N = ¢- 5 <u, <)

Et d'aprés le théoréme des gendarmes, (u,,) converge vers £.

Méme raisonnement pour |es suites minorées et décroissantes.
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2.5.1. Application : constante d'Euler

On considére lasuite u = (u,) définie pour n O N, par :

n
Un, = Z% -Inn
k=1

Nous allons montrer, al'aide du théoréme 2.5. que cette suite converge.

On montre que u est décroissante :

. 1
Pour tout entiern = 2, ona: Uy = Up1 = 5 +In(1—1)
n
Et, tenant compte de I'inégalité : OX O]-1, +oof, In(1 + X) < X

Onobtientavecxz—%D]—l, o : U~ U1 <O

Ce qui prouve la décroissance de la suite u.

On montre que u est positive (i.e. minorée par 0) :

P L 1
Par décroissance de |'applicationt > T sur 10, +oo[, ona:

k+1
DkD[l,n}],j la<
kK t k
En sommant pour kallantdelan-1:
1 1 N1
Sdt< Y =< ) =
Lt kZ:;k kzzlk
D'ol ; OnON,u, =0

Bilan : la suite u est décroissante et minorée (par 0) donc converge.

Salimite, notéey, sappelle la constante d'Euler.

2.5.2. Conséguence du théoréme de la limite monotone

(uy) croissante = ((u,) converge ou (u,) diverge vers +o)

Démonstration :
Soit (up,) une suite croissante.
e Si(uy) est mgjorée, dorselle converge, d'aprés 2.5.

+ Si(uy) n'est pas majorée : OMORY, INON, uy>M

Et comme (u,) est croissante : OnON,(n=N = u,=uy=M)

Ce qui prouve bien que (u,) diverge vers +oo,

On montre de méme que :

(u,) décroissante = ((u,) converge ou (u,) diverge vers —)
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Application : hypothése supplémentaire pour obtenir la réciproque du théoréme de Césaro

Soit (up,) une suite monotone.

n
Soit (v, lasuite définie pour n O N” par : Vy = % ZUk

On suppose que (v,,) tend vers £ [ R.

Alors (uy) tend aussi vers /.

Démongtration :
Comme (u,) est monotone, elle converge ou diverge (vers +co ou —). Mais alors, d'aprés |e théoréme direct de

Césaro, (vy,) aurale méme comportement. Donc (u,) se comporte bien comme (V).

2.6.1. D€finition Suites adjacentes

(u,,) est croissante
Lorsgue < (v,) est décroissante , on dit que les suite (uy) et (v,,) sont adjacentes

Vo ~U, 000 0.0

Remarque : lacondition On O N, u, < v, est inutile dans les hypothéses. Elle découle des trois autres.

2.6.2. Théoreme Suites adjacentes

Si (up) et (v,) sont adjacentes, alors (uy) et (v,) convergent vers la méme limite £.

Deplus: OnON, Uy S Ut S LS Vg SV

Démonstration :

Montrons, tout d'abord : OnON, u, < v,
Posons, pour toutn O N : W, = Vp — Uy
Ona: On O N, Wiy = Wn = (Vier = Vi) = (Unsz — Up)

Et d'aprés le sens de variation des suites (uy) et (vy) :
OnON, Wy —W, <0
Donc (w,,) est décroissante, c'est-a-dire : OnON, u, < v,
On en déduit encore : OnON, Uy S u, SV <V
On prouve maintenant la convergence des suites (u,) et (v,,) gréce au théoréme de la limite monotone :

Comme, (uy,) est croissante et majorée par Vo, €lle converge vers un certain réel £.

Comme, (v,)) est décroissante et minorée par Uy, €lle converge vers un certain réel /',

En écrivant enfin : Up = Vo + (U= V)
Un passage alalimite donne: £=4+0

L=
Enfin, on a nécessairement : OnON,u, < ¢
En effet, supposons e contraire : [ho U N tel que £ < up,
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Posons ¢' = Uy, * £ . (¢' est lamoyenne de Uy, €t de £ et comme £ < Uy sona: £ <f'<u, ).
Comme (uy) est croissante, on a: On=ng, ¢ <u,

Et par passage alalimite: </

Cequi contredit £ < £'... Donc on abien: Uy < /¢

On démontre, de méme, que: L <V,

D'ou: OnON, Uy S Uppt S €< Vg SV

2.6.1. Application 1 : le nombre e

1. Montrer que les suites (x,) et (y,) définies par x, = $+%+E
2. Déterminer sept décimales de leur limitee.

3. Démontrer que e est un nombre irrationnel.

Solution :
1. Lasuite (x,) est bien s0r croissante.

Montrons que (y,) est décroissante en calculant Y1 — Yn :

1 1

L + .. +l ety, =X, + i sont adjacentes.
n! nn!

3 1
Remarque : on peut également poser yn =X + — .

Les calculs sont plus simples mais la convergence

(verse) pluslente.

1 1 _nn+D+n-(n+1)>?

1
Yrr =Y =Xttt T/ X% —

(n+D)(n+1)! - (neD)l . (neDnel)  nnl n(n+1(n+1)!

-1
Y1~ Yn =

Donc (y;) est décroissante.

Enfinona: yn—xn:i
nn!
Donc: lim (yn—x,) =0
n - +oco

n(n+H(n+1! <0

Les suites (x,) et (yn) sont bien adjacentes donc admettent une limite commune (que |'on notera e)

2. Onadonc, pour tout entier n : X < ey,
. . . . 1 _
Il suffit de déterminer un entier n tel que: m< 1077

n =10 convient. Donc e = x,, 210~ prés.

On obtient : e~ 2,7182818 (210’ prés)
3. Supposonse 0 Q. Alors, il existedesentiersp et qtelsquee = E.

On aurait en particulier : Xq < £<yq.

q
. N S 1.1 1 I a .
En réduisant au méme dénominateur la somme x, = TTT +a, on peut écrire : g = a otalON.
D'ou: E < E < E + i
g q g Qo
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En multipliant par g! : a<p(q—1)!<a+é<a+1

L'entier p(q — 1)! serait compris strictement entre a et a + 1 qui sont des entiers consécutifs, ce qui est

absurde. Donce 0 R\ Q.
Remargue : ceci prouve au passage, que Q n'est pas complet (il existe des suites de rationnels qui convergent

vers desirrationnels)

2.6.2. Application 2 : moyenne arithmético-géométrique

Soient a et b deux réelstelsquea>b > 0.
Soient (a,) et (b,) les suites définies par :
ap=a; bp=Db

OnON, an = a";b” el bra= yah,

Alors (a,) et (b,) convergent vers une méme limite.
Solution :

Il suffit de montrer que (a,) et (b,) sont adjacentes.

2+2 +h2
OnON, 2+1_b§+1:w_

a; anbn

_ 2
(an+1 - bn+1)(an+1 + bn+1) = (an 2 bn j >0

Et comme (a,) et (b,) sont positives (faire une récurrence), il vient :
OnON, ap41 = byt
Enfin, comme ay > by : OnON, a, = b,
Bien que ce résultat ne soit pas une hypothese nécessaire du théoréme des suites adjacentes, on I'utilise pour

prouver les suivants:

*  Eneffet, dune part : OnON, a < an’szn < an;an <a

Donc la suite (a,) est décroissante.
+ Dautrepart: OnON, by — b, = Vfah, b= b, (Va, - b, ) =0
(par croissance det > v/t sur R.)

Donc la suite (b,) est croissante.

* On considere maintenant la propriété O définiepour n O N par :
O(n):la,— by < La- b
(n) : Jan = by| < ;Ia |

0 Onabiensir I (0).
O MontronsquepourtoutnON,O(n)=0(M+1):

1
Supposons [ (n) : [an — bp| < o la—Db

_ 20m 1
Alors: Bt = B = (a“ . by ] < ml- b?
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L

2n +1

Et par croissance det VtsurR,: [An+1 = Prea] < la—Db|

D'ou O (n+ 1).

Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :

1
OnON,O(): Jan— by < §|a—b|
D'ou, par comparaison : lim (a,—b,) =0
n - +oo
On adonc prouvé que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.

Elles convergent donc vers une méme limite (appel ée moyenne arithmético-géométrique de a et b. On ne connait

espece...)

pas d'expression de cette limite mais elle est liée aux intégrales elliptiques de 2°™

2.7. Corollaire Théoréme des segments emboités

Soient (a,) et (b,) deux suitestelles que:

« [OnON, a, < b,

* OnON, [amn, bl O [an, by

* by-a, oo 0

Alors: XOR, (la.b]={4

nON

Démonstration :

Par hypothése, les suites (ay,) et (b,) sont adjacentes, elles convergent donc vers un mémeréel £ tel que:

OnON,a,</4<h,

Donc : AN ﬂ[an,qu]
nON
Soit x O ﬂ[an,l:%].Alors: OnON,a,<x<b,
nON
Et par passage alalimite: L<x</{
Donc : xX=/

3. Suites extraites. Valeur d'adhérence. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

3.1. Définition Suite extraite. Valeur d'adhérence

Unetelle application o sappelle
une extractrice.

Soit (u,) unesuiteet 0 : N — N une application strictement croissante.
Lasite (g, ) Sappelle suite extraite de (uy).

Si lasuite (uo(n) ) converge vers £, on dit que £ est une valeur d'adhérence de la suite (uy,)

Remargue : comme ¢ est strictement croissante, une simple récurrence montre que :
OnON, o(n) =n
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3.2. Théoreme
Si une suite (u,) tend vers £ [0 R alorstoute suite extraite tend vers £

Demonsiration : Par "(un) tend vers £ O R ", il faut entendre :

Casou/ O R "(un) convergevers £ O R ou (Jun) diverge vers +oo"

Soite O RY.

Comme (u,) converge vers / :
INON,OnON,(n=N = |u,— ¢ <¢€)

Et comme o(n) = n: n=N= o >N = [Uy—4<e
Ce qui prouve que lasuite (uy, ) converge vers /.
Casou =+

Soit A RY.

Comme (uy) diverge vers +oo :
INON,OnON,(n=N = u, = A)

Et comme o(n) = n: n=N= on=>N= u,=>A
Ce qui prouve que lasuite (uy, ) diverge vers +o.
Casouf =-

Analogue au précédent.

L'intérét du théoréme 3.2 est sa contraposée :

| Sil existe deux suites extraites de (u,) qui convergent vers des limites différentes, alors (uy,) diverge.
On retrouve ains la divergence de la stite (u,) définie par u, = (-1)".
En effet, pour tout p O N : Up=1 € Uy =-1

Les suites extraites (U,) et (Uzp.1) COnvergent vers des limites differentes, donc (uy) diverge.

Exercice : divergence de lasuite (cos n).

Supposons que la suite (cos n) converge vers un certain réel £.

D'une part : cos(n + 2) + cosn = 2cos(n + 1)cos 1 Rappe! :
A+ A-B
Par passage alalimite : 2¢ =24cos1 COSA+cos B = 2cos cos
Et commecos1Z0: £=0
D'autre part : cos(2n) = 2cos’ n— 1
Par passage alalimite: (=20-1

Ce qui contredit £ = 0.

Donc la suite (cos n) diverge.

On montre, par des techniques similaires la divergence de la suite (sin n)
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Laréciproque du théoréme 3.2. est vraie. Elle découle, par exemple, du résultat suivant :

3.3. Propriété

(up) tend vers £ O R - lesdeux suitesextraites (Ugp) €t (Ugp+q) tendent vers £.

Démonstration :
Le sens= est le théoreme 3.2.

Montrons |a réciprogue.

Casou/0OR
Soite O RY.
Comme (up) convergeversf: [N ON,OpON,(p= Ny = |ugyp— 4| <¥)
Comme (Ugp+1) convergevers/: N ON, Op ON, (p= N, = ugpes — 4 < €)

Posons N = max(2Ny, 2N, + 1).

Soitn = N.

Sin=2p,aorsp= N, et: [un— 4| <€
Sin=2p+1,adorsp=>N,et: u,— 4| < ¢
Danstouslescas, ona: N=N= |u— ¢ <¢

Ce qui prouve que lasuite (u,) converge vers 4.

Casou f =+

Soit A RY.

Comme (uy,) diverge vers +oo : N, ON,OpON,(p=N; = up = A

Comme (Ugp+q) divergevers+eo: [N, ON, Op O N, (p= Ny = Ugpeg = A)

Posons N = max(2Ny, 2N, + 1).

Soitn = N.

Sin=2p,aorsp=> N et: U, = A
Sin=2p+1,aorsp=> N,et: u, = A
Danstouslescas, ona: n=N= u,=>A

Ce qui prouve que lasuite (u,) diverge vers +oo,

Casou/f=-m
Analogue au précédent.

Remarques :
< On peut éendre ce résultat a des familles de suites extraites dont les images des extractrices forment une

partition de N (et afortiori un recouvrement de N). Par exemple (Ugp), (Ugp+1) €t (Uzpsz).

* Soit (uy) une suite telle que toute suite extraite converge vers £. Alors les suites extraites (Uy,) €t (Ugp+1)

convergent vers £. D'aprés 3.3. on en déduit que (u,) converge vers £ ce qui prouve laréciprogque de 3.2.
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Application : contre-exemple a la réciprogue du théoreme de Césaro, version "divergence vers +o"
_ [ nsinestpar
" |0s nestimpar
Il est clair que (un) diverge (considérer les suites extraites (Upp) €t (Upp+q) €t utiliser 3.2.)

Montrons, cependant, que (u,,) diverge vers +oo au sens de Césaro :
R 13
Posons, pour nO N : V”:ﬁzuk
k=1

Ona, pour tout p O N :

2p 2p p p
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _p+l
DI I I R TP IL R
Pi= p kkzl_ P = P =
pair
2p+1 2p+l p p
- - - - - p(p+1)
2p+l = k k = Uz 1= —-—
p 2p+1 ; 2p+1k; 2p+1; ] 2p+1; 2p+1
pair

Les suites extraites (vop) €t (Vop41) divergent toutes deux vers +oo, donc la suite (v,) aussi.

3.4. Théoréme Bolzano-Weiestrass

Soit (u,) une suite bor née de réels. Alors, on peut extraire de (u,) une sous-suite convergente.

(Variante : toute suite bornée de réels admet une valeur d'adhérence)

Démonstration :

L'idée générale:

Notons a, (resp. by) la borne inférieure (resp. supérieure) de I'ensemble {u,, n 00 N}. (Existent car (u,) bornée)

Posons 1 = [ay, by] et ¢, le centre de .

L'un, au moins, des deux intervalle [ao, Cg] €t [Co, bg] contient une infinité de termes de la suite (x,). (On abien

dit une infinité de termes ; ce n'est pas forcément une infinité de valeurs)

Notons |, cet intervalle et ¢, son centre. On réitéere le procédé ci-dessus avec le segment | 4.

On construit ainsi une suite de segments emboités dont la longueur tend vers O. L'intersection de tous ces

segments est donc un certain réel £. En outre, par construction, chacun de ces segments contient au moins un

terme de la suite (u,). On peut donc construire une suite extraite en choisissant a chaque fois I'un de ces termes et

cette suite converge nécessairement vers /.
Miseenforme:
Soient ag = inf{u,, N 0 N} et by = sup{u,, n 0 N}. Ainsi :
OnON, ag<u, < by
Pour tousréelsa et B telsque ay < a <3 < by, notons :
N(o, B)={nON|a < u, < B}

(N(a, B) est I'ensemble des indices n pour lesquels o < u, < B)
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On sait que N(ap, by) est infini. Posons ¢, = @

Comme N(ay, bo) = N(ay, ¢p) O N(cp, bg), I'un, au moins, des deux ensembles N(ao, C) ou N(co, bp) est aussi infini.
Si N(ay, ¢o) est infini alorson pose a; = gy et by = co.

Si N(cy, bo) est infini alors on pose a; = ¢, €t by = by.

Le segment [ay, by] ainsi construit est ains tel que N(a;, by) soit infini.

Supposons maintenant [a,, by] construit tel que N(ay, by) soit infini. Posons ¢, = 2120 ;bn :

Comme N(a,, bn) = N(ay, ¢,) O N(c,, by), I'un, au moins, des deux ensembles N(a,,, ¢,) ou N(c,, b,) est infini.
Si N(a,, ¢,) est infini alors on pose a1 = a, €t b1 = C,.
Si N(c, by) estinfini alors on pose a1 = C, €t by = b,
On aainsi construit, par récurrence, une suite ([a,, b,]) de segments emboités ;
[ao, bo] O [ay, by O... O[an, by O ...

De plus, par construction, lalongueur de [a,, by,] est boz;nao

Les segments [a,, b,] ont donc des longueurs qui tendent vers 0. Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes.

Notons £ leur limite commune.

Reste & montrer qu'il existe une application o strictement croissante de N dans N telle que la suite (uo(n))
converge vers /.

Posons g(0) = 0.

Puis, pour tout n 0 N”, on choisit o(n) éga & un indice strictement supérieur & o(n — 1) qui est situé dans
N(an, by). (11 en existe nécessairement puisgue N(a,, by,) est infini : on peut, par exemple, choisir le plus petit)

Lasuite (U, ) est extraite de (Un) €t ay < Uy < by donc Uy, ) converge vers £,

La réciproque du théoréme de Bol zano-Weierstrass est bien sir fausse. Considérons la suite (u,) définie par :
U = nsinestpar
" |0 nestimpar

La suite extraite (Uyp+1) est constante (égale & 0) donc converge, cependant, (u,) n'est pas bornée.

Le théoréeme de Bolzano-Weiestrass admet de trés nombreuses applications. Nous alons en donner quelques

unes.

3.4.1 Théoréme R est complet

Dans R, toute suite de Cauchy converge.

Démonstration :

Soit (u,) une suite de Cauchy.

Fixonse O RY.
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Comme (u,) est de Cauchy, elle est bornée (1.4.). D'apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut donc en

extraire une sous-suite convergente :

Il existeo: N — N strictement croissante telle que (u(,(n)) converge vers un certain réel £ :
ENlD N, On N, (n =N = |u0(n)_£|< 8)
En outre, comme (u,) est de Cauchy :

M ON, O, @) ON?% (p=q= N, = |up — Ug| < €)

Posons N = max(Ny, Ny). Ains, d'aprés|'inégalité triangulaire :

a(n)=n=N,
DnDN,(nZN = |Un—f|<|un— Uo(n)|+|UU(n)—f| < 28)

Ce qui prouve bien que (u,) converge vers 4.

3.4.2. Théoréme de Heine

Toute fonction numérique continue sur un segment | est uniformément continue sur ce segment |.

On rappelle qu'un segment est un intervalle fermé borné.
Démonstration :
Soit f une fonction continue sur I.

Supposons f non uniformément continue sur 1.

Alors: [k O RY tel que:
On O RY, Ox;y) O 1% tel que: (X =yl <n et () ~f(y)| > €)

En particulier, en choisissant n = % (nON),

On O N, O 5 y) 017 tel que:s (%, = yil < % et |f(x0) —f(yn)l > €) )

Comme | est borné, les suites (x,) et (y,) ainsi définies e sont également.

D'apres |e théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut donc en extraire des sous-suites qui convergent.

Soito: N - N une application strictement croissante telle que la suite (x(,(n)) converge.
Notons ¢ salimite. (On anécessairement ¢ [ | puisque | est fermé).

Fixonse' 0 RY. Onadonc:

N ON,OnON, (n=2 Ny = KXo =4 < =)

N | ™.

Mais, d'autre part, pour tout n ON”, on ad'aprés (1) :

1
| Xs(ny = Yorm | < m

Comme i tend vers 0, on a:
a(n)
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1

o) < 2’

ENZDN,DnDN,(n>N2:>‘ %

Pour tout n = max(N;, N,) , onaalors:

g ¢ .
Vo = £l < Vot = Xoml + Kom = 4] < 5 + > <t
Ceci prouve quelastite (Y, ) Converge également vers .

Or, f étant continue sur |, on peut affirmer que lesstites (f (%o )) €t (F (Vo)) convergent vers f(¢). Donc:

INON, OnON, (0= N = |f (Vo) = F(Xom)| <8)

Ce qui contredit (1).

Conclusion : f est uniformément continue sur le segment I.

3.4.3. Théoréme

Une suite bornée admettant une unique valeur d'adhérence £ converge vers £

Démonstration :
Par |'absurde.

Soit (up) une suite bornée admettant une unique valeur d'adhérence £.
Supposons que (U,) ne converge pas vers £ :

(EORY,ONON,nON, (n> N et |u,—¢|>¢)
Alorsl'ensemble A={nON ||u, — ¢| > €} estinfini.

Soito: N — A strictement croissante. (Existe car A est une partie infinie de N)

Ains : OnON, [ugm — 4> €

Comme la suite (uc(n)) est bornée (car extraite de (u,) qui I'est), on peut (Bolzano-Weierstrass) en extraire une

sous-suite convergente :

Il existeo': N — N strictement croissante telle que (ucoc.(n)) converge vers un certain réel ¢'
Onaadors: OnON, Ugoom — 4> €
Et par passage alalimite |- £ = ¢
Donc ¢' # £. Lasuite (u,) aurait alors deux valeurs d'adhérences distinctes. Contradiction.

Donc (u,) converge vers 4.
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4. Quelques applications

4.1. Théoréme Fonction continue sur un segment
Soit | =[a, b] unsegmentdeR et f : | — R uneapplication continue.

Alors f estbornéesur | et f atteint sesbornes.

C'est une application du théoréme des segments emboités et du théoréme de Bolzano-Weierstrass.
Démonstration :

1. Montrons : f bornée sur |

Supposons f non bornée sur .

Soit clemilieudel.

Posonsa; =aet b, =c s f non bornée sur [a, cJ.

Posons a; = c et b; = b sinon.

En réitérant ce procédé, on construit, par récurrence, une suite de segments emboités :
[a, b] O[a, by O...0O[an by O ...

Sur chacun de cesintervalles, f est, par construction, non bornée.

b-a
"

De plus, par construction, lalongueur de [a,, by] est

Les segments [a,, b,] ont donc des longueurs qui tendent vers 0. Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes.

Notons X, leur limite commune.

Comme f est continue en Xy, ona(avece =1) :

M ORY, OxO 1 (k=xl<n = If(x) - f(o)|<1)
Cest-adire: MORY, OxO1: (X=X%|<n = f(X) = 1< f(X) < f(xo)+1)
Donc f est bornée sur [xg = n, X + N|[.
Comme les segments [a,, b,] ont des longueurs qui tendent vers 0, on a:

DedRY,INON" :(n>N = b,-a,<¢)

Donc, pour un certain N, les segments[a, ; b,], n = N, sont contenus dans]x, — N, X + N[.
Or, f n'est pas bornée sur [a,, b,] d'ou une contradiction.
Donc f est bornée sur I.

2. Montrons : f atteint ses bornes

Onvient de voir que f est bornée sur |. NotonsM = sup f et m= ir|1f f.
|

Montrons qu'il existe X, dans | tel que f(xo) = M.

Comme M est laborne supérieurede f sur | :

OeORY, xO1:M-g<f(x) <M
- 1 1
Enpamcuher,avecszﬁ: Ok, O :M_ﬁ <f(x) <M

Lasuite (f(x,)) converge donc vers M.
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En outre, la suite (x,) est bornée. D'aprés |e théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut donc en extraire une sous

suite qui converge vers un certain réel x,. Notons o : N* — N une application strictement croissante telle que
(Xom) converge vers x,.

Lafonction f éant continueenx,, ona: M= lim f(xyp) = f(%).
N - +oo

Donc f atteint son maximum.

On démontre, de méme, que f atteint son minimum.

4.2. Théoréme Théoréme spécial a certaines séries dites alternées

Soit Z U, une Série vérifiant les conditions suivantes:

n=0
i) (u,) estasignesaternés: (OnON, u,=(-1)" |u))) ou (OnO N, u, = (-1)™* |ua))
ii) lasuite (uy), oy converge vers0
iii) lasuite (|ua))n o €st décroissante.

Alors dans ces conditions :

lasérie Zun est convergente et son reste R, = ZUk vérifie: sgn R, = sgn Uney € Ry < U+

n=0 k=n+1

Démonstration :

n
Posons : S = z Uy
k=0
On suppose que : OnON, uy = (=1)" |u|

(Lecas On O N, u, = (-1)™* |u,| est analogue)
Considérons les deux suites (a,) et (b,) définies par :
a, =Sy & b, =Sy
e Ona:
OnON, a1 — an = Sova = et = Ugnes + Uznez = —[Uznas] + [Uznez]
Et comme la suite (Jun[)n o €st décroissante :
On O N, —|usnsa] + [Uoneo| = 0
Donc OnON,a4—a,20
Lasuite (a,) est croissante.
« Ona:
On O N, by = by = Sz = Son = Uznez + Uznes = [Uznszl = [Uzneal
Et comme la suite (|un[)n o« €St décroissante :
On O N, |Uznez] = Uznea| < O
Donc OnON, by —b, <0

Lasuite (b,) est décroissante.
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* Ona:
OnON, by — &y = Sner = S0 = Uz oooo. 0

Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes. Notons Sleur limite commune. On adonc :

OnON, Sy < Sz < S< S < S
Del'encadrement S,y < S < Sy, on déduit :
U1 S S-S5, <0
Del'encadrement Sny1 < S < Sy40, ON déduit :

0< S-S < Uiz

Onadonc: (D) { Uanss < Ron <0
0< Rons1 S Uiz
Ceci prouve déja: sgn(Ron) = SgN(Uone1) = négatif
SON(Ron+1) = SAN(Uznsp) = positif
On peut donc affirmer : On O N, sgn(R,) = sgn(Une+1)

De plus, en passant aux valeurs absolues dans (0), il vient :

{0<|R2n| |u2n+1|

<
0< | R2n+1|< |u2n+2|

On peut donc affirmer : On O N, Ry < [Upsd]
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