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1. Suites du type Un = f(uy)

Contexte :
| est un intervalle non vide et non réduit a un point.
f est une application de | dans R.

On étudie les propriétés de la suite (u,) "définie" par : {UO Ol

OnON, Uy = £(un)

On a bien dit "définie" (entre guillemets) car il se peut justement qu'une telle suite ne soit plus définie a partir

d'un certain rang. Donnons tout de suite un tel exemple pathologique :

81 Pour construire un tel exemple, rien de
Up=—
0 80 plus simple! On calcule les antécédents
_ Uy successifs, par f, d'un y appartenant a
n+l — 3-2 i
Un Im f\Dy. (Ici,y=3/2)

27 9 3
Oncalculedors: U= —< ;UW=—- U=~
26 8 2

A partir de n = 4, cette suite n'est plus définie !
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1.1. Limite éventuelle

1.1. Théoréme Limite éventuelle
faHol
Si §f continuesur | , alorsf(¢) =/
U, ofo8- (01

Dit simplement :
Dans les conditions ad hoc, si (un)

converge, ' est nécessairement vers|’un

despointsfixesde f.

Démongtration :
Comme f(I) O 1, lasuite (u,) est bien définie et :

On e N, upg = f(up)

Comme (u,) converge vers £ et que f est continue en £ € |, un passage alalimite dans |’ égalité ci-dessus donne :

£=f(0)

1.2. Monotonie de la suite (u;)

1.2.1. Théoréme
ol
Si i ) ) , aors(u,) est monotone.
f strictement croissante sur |
Plus précisement :

U < f(Ug) = (u,) strictement croissante
U = f(ug) = (u,) constante

Uo > f(ug) = (u,) strictement décroissante

On a un théoréme analogue en
remplacant |a stricte monotonie par

lamonotonie au sens large.

Démonstration :

Lacondition f(1) O | assure que la suite (u,) est bien définie.

Distinguons trois cas : y4A A
1) u=uy
Par récurrence facile, il vient alors: OnON, uy=Up
Donc la suite (uy,) est constante.
2) up>u I
Considérons la propriété : O (N) : Upez > Uy
* Onall (0) par hypothése.
* Montronsque, pourtoutnON: 0O (n)= 0O (n+1)
Soit n O N. Supposons O (n) : Un+1 > Up
Comme f est strictement croissante sur | : © b w | o
Ci-dessus, f est strictement croissante sur |
f(Una) > f(un) (mais pas forcément continue).
Uns2 = Unsp Lasuite (un) est croissante (Up < f(Uo))
D'ou 0 (n + 1). La suite (vi) est décroissante (Vo > f(vo))
Ona: DO e(@nON,OM=0(M+1)

D'aprés |e principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
OnON, O(n)

Lasuite (uy,) est donc strictement croissante.
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3) U < Up

Méme raisonnement qu'en 2) pour obtenir : (u,) strictement décroissante.

Danstous les cas, on a bien lamonotonie de la suite (uy).

1.2.2. Théoréme
5 f(Hol
X f(X) — x garde un signe constant sur |
Plus précisément :

(Ox0O1, f(X) —x = 0) = (uy) croissante

(Ox0O1, f(X) —x < 0) = (uy) décroissante

, aors(u,) est monotone.

Démonstration :

Lacondition f(I) O | assure que la suite (u,) est bien définie.

Supposons : OxO1, fx)—x=0
Comme: One N, u,el
Ona: OneN, f(u) —u, =0

One N, Uy = Uy

Donc (uy) est croissante.
De méme, si I'on suppose:: OxOIL fx)—-x=0

On obtient : (u,) décroissante.

Exemple 1 :
Etudier |e sens de variation puis la convergence de la suite définie par :
U OR
1+u?

un+1 = .

2
f:R - R

1+ x°

On introduit :

X

Recherche des éventuels pointsfixesde f :
f)=x « x*-2x+1=0 « x=1
On remarque que R est stable par f.

Deplus: Oxe R, f(X) -x=(x-1)?>0

(0] Up | Ui

Ci-dessus, f - Id est positif
(mai's pas forcément continue).
Lasuite (up) est croissante
Remarque: si | est fermé, il y a nécessairement

un point fixe en une de ses bornes.

Cr

Donc, d’aprés 1.2.2., pour tout ug € R, lasuite (u,) est croissante.

Pour la convergence, on distingue quatre cas :

a4

e U €[0, 1] : lasuite (u,) est croissante et mgjorée (en effet, ona f([0, 1[) O [0, 1[,d'ou: One N,0< u,<1)

Donc (u,) converge versle point fixe de f, a savoir 1.

*  Up=1:lasuite (u,) est constante.
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e Up>1:dors (u) éantcroissante,ona: OneN,u,>1

Lasuite (u,) ne peut donc pas converger vers 1. Donc elle diverge (vers +).

e Up<O0:aors u; € R, et onappliquel’un destrois cas précédents a u;. On obtient :
Ug € ]-00, =1 = us €]1, +of = (u,) diverge vers +co
Uw=-1= u=1= OneN’,u,=1
UWe]-1,0 = u €[0, 1] = (u,) convergeversl

Conclusion : (uy) convergeversl = Uy €[-1, 1]

Exemple 2 : suitesde Héron
Ondonneac RY etpe N n [2, +oof.
Ug L]0, +oof
On considére la suite (u,,) définie par : 1 a
DI’IDN, Un+1 :6 (p—l)un +W
u

n
Précisons, avant toute chose que clairement : OneN,u,>0

Donc la suite (u,) est bien définie.

On introduit : fp:10, +oo[ — ]0, +oof

xl—)i[(p—l)x+ a_l}
p xP
Recherche des éventuels points fixes de fj, :

a
fo¥) =x = (p—l)X+F=pX = xX=a

Et commea>0: f)=x - x=Ya

Etudions les variations de f, :

o= 2ialzp Lopotfy )
p p xP p xP
fr®=>0 < 1-2>0- ¥=a
XD

Et comme a > 0, par croissancedet — Ot sur [O, +oo[ :
fo0 >0 « x>¥a

D’ou le tableau de variations de f, :

Suites définies par différents types de récurrence Page 4

G. COSTANTINI



Signede f’p - 0 +

Variations de fp \ /
Va

fp atteint son minimum

en son point fixe.

Donc f, est croissante sur | = [ Ya , +oo[.
On constate, de plus, que | est stable par f,.
En effet, puisgue f est croissante sur | et que Yaestun point fixede f ona:
xel =>x=¥a = f=f¥a) = f0=> Va=fxel
Du théoreme 1.2.1., on déduit d&a que (u,) est monotone.
Deplus: fo¥)-x=a-x
Donc, pour x € 1 : fo®X)—-x<0

Du théoreme 1.2.2., on déduit |a décroissance de (u,) déslorsque up € 1.

Bilan : lorsque up € [Ya , +oo[, (u,) est décroissante et minorée par ¥a , donc converge vers ¥a .

Maintenant, si U, € ]0, ¥a[ aors il suffit de constater que u, € [Ya, +oof et o' aprés ce qui précede, (uy)

converge encore vers Ya .
En particulier (p = a = 2), lasuite définie par :
Ug L]0, +oo

OnON, u,y :%(un +u£]
n

converge vers V2. (Cet agorithme était déja connu des Babyloniens)

1.2.3. Théoréme
. fayol .
S o , aors (Up,) et (Uaxn.1) SONt Monotones de sens contraire.
f décroissante sur |
Plus précisément :

Up < f 0 f(ug) = (Uoy) croissante et (Uyq.1) décroissante

Up = f 0 f(Ug) = (Uo,) décroissante et (U,n+1) Croissante

Démonstration :

Comme f(I) O, lacomposée f o f est bien définie sur I.

D'aprés |e théoréme de sens de variation d'une composée, on a:
fof croissantesur |

On applique alorslethéoréme 1.2.1. & f o f.

Distinguons deux cas :

1) Up < Uy
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Alors (récurrence facile), (Uyp) croissante.
Mais d autre part, f étant décroissante, I'inégalité u, < u, entraine :
f(uo) = f(u2)
C est-a-dire: U > Ug ' e
D’ ou (récurrence facil€), (Uyp.1) décroissante.
2) U= Uy

Analogue. On obtient (uy,) décroissante et (Uyp.1) Croissante.

@)

xVv

Dansla pratique, le sens de variation des suites (Uyp) €t (Uppe1) €st obtenu en étudiant e signede f o f(x) — x.

y A
A
""""""""""""""""""" Cet exercice est intéressant car

Exemple: % : f I’ est contractante sur aucun

Uy OR, voisinagedelet |f'(1)|= 1.

W =_2 P Ni le théoréme du point fixe, ni

17 P

n 1+ Uﬁ 1 ‘ .......... . le critere de stabilité (voir ci-

Evidemment, (u,) est bornée par O et 2. Do : deseous) e pevent donc
. . P : : S appliquer.
On introduit : f:R >R R R
X = 5 : Cr
1+ X
O B B
Point fixede f : Uo 1 X
f)=Xx = 2=x+ x> = x=1

Par ailleurs, on montre sans peine que f est décroissante sur R, stable.

D’ apres le théoréme 1.2.3., les suites (Uy,) €t (Ux+q) Sont donc monotones de sens contraire.

Posonsg=fof.
22
Ona: Oxe R, g(x) = 2 7 = 2(1+2X2)
( 2 j @+x°)-+4
1+ —=—
1+ %2

Etudionsle signede g(x) — x :

2(1+ x?)?

e T x>0 e 20+X)%-[1+x))%+4]x =0
L) +4 ( ) = [( )" +4]

gx)-x=0

gX) -x=0 o 2+4x%+2x* -5x-2x3- x> 20 = (C+x+2(x-1°>0 « x>1

On distingue alors deux cas :

U €[0,1] :

Alors g(up) — Ug < 0, c'est-a-dire u, < ug. Toujours d apres le théoreme 1.2.3., la suite (u,,) est donc croissante

et (Uons1) €st décroissante. Comme ces suites sont bornées, elles convergent et leur limite est un point fixe de g

(qui ici est unique, asavoir 1, en adaptant les calculs ci-dessus).

Comme les suites extraites (U,,) et (Uon+) ONt méme limite, (u,) converge (vers 1).
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Up € [1, 400 :
Alors g(up) — Up = 0O, c'est-&-dire, u, = ug. Cette fois ci, (Up,) est décroissante et (Upn.1) €st croissante. Méme

conclusion que ci-dessus.

Remarque: il arrive que g = f o f admette plusieurs points fixes, auquel cas (U,,) €t (Uxn1) peuvent tres bien

avoir des limites différentes.

1.3. Convergence de (u,)

1.3. Théoréme Point fixe
On peut remplacer I'hypothése"f : | — | contractante”

Soit | un intervalle fermé non vide. par"f 1 — R contractanteet telleque f(1) 1

Soit f : 1 — | une application contractante sur |.
On rappelle que " f contractante sur | " signifie:

kO [0, 1, O(x, y) D12 1f(y) = f091 < Ky = x|

Alors:

1) f admet un unique point fixe £ dans|.

Up O

converge vers /.
OnON, Upyq = f(uy,)

2) OuO1, lasuiteu: N — R définie par {

Démongtration :
Remarquons au préalable que, ug étant dans | et | étant stable par f, la suite (u,) est bien définie et :
OnON,u,OI

Existence d'un point fixe :

Montrons, par récurrence sur n 0 N, lapropriété:

O (n) : sz = Un| < KUy = Ul
e Onaévidemment O (0).
e Montronsquepourtout nON, 0 (n)=0(n+1):

Soit n O N. Supposons O (n). Alors:

f contractante 0 (n)
U2 = Unea] = |F(Unea) = F(UD)] (ISIZI | Klnes = Ul < K™Hug = U]
D'oud (n+ 1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
OnON, O() : Juper = Un] < K'ug = Ug|
Déduisons-en que (u,) est de Cauchy :
Soite O RY.

Soit (p, q) O N*avecq>p = 0.
Notonsr =q - p.
Ona:

p+r-1

z Uisp — U
i=p

p+r-1 p+r-1

< ) Uyl D K u -]
i=p i=p

|Ug = Up| = [Upsr = Up| =
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p+r-1

or: DKy =g |= K uy =~ U] DK
i=p i=0
Et commek I [0, 1[, |a série géométrique de terme général k' converge et est majorée par ﬁ .
p

N k
D'ou: Ug— Ul <S——up—u
= Ul < T s = o

Et enfin, toujours parceque k O [0, 1] : —— oooo- 0

En conséquence::

P
INON,OpON,(p=N = 1k—k|u1—u0|<s = Jug— Ul <€)

Ce qui prouve que la suite (u,) est de Cauchy.

Et comme R est complet, (u,) converge.

Notons £ salimite. Comme | est fermé, ona/ O I.

Or, f est continue en £ (puisgue contractante sur |) donc, d’ aprés le théoreme 1.1. :
£=f(0)

On adonc prouve que f admet un point fixe £ dans | et que (u,) converge vers /.

Unicité du point fixe:

Supposons : 0,00l fo)=Letf()=2¢
Comme f est contractante sur | : If(6) = fH < K¢ — 2
|6 -2 < kl¢-2]
1-kKKg-£1<0
Or, kO[O0, 1[, donc: K-21<0
L=
Remarques :

e L'hypothése "l fermé" n'est |a que pour assurer £ [1 |. Si on sait d§ja, par ailleurs, que £ O | (en pratique, on a
parfois déjacalculé £ en résolvant I'éguation f(¢) = £), cette hypothése devient inutile.
» Lethéoréme du point fixe ne Sapplique pas s I'on remplace I'hypothése " f contractante sur | * par I'hypothese

"f 1-lipschitzienne sur | ". Voici un contre-exemple::
| =[1, +oof fil -1

Soient x et y dans| avec x <.
Comme f est croissante sur [1, +oo[, On a:

Y <y-x<ly-x

Ify) = fOII < f(Y) — f(¥) sy —x+

Ce qui prouve que f est 1-lipschitzienne sur I.

Cependant f n'apas de point fixe sur I. (L'équation f(X) = x n'a pas de solution)
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Exemple : i
Etudier la convergence de la suite définie par :
U O[-L+o[ /
Upsg =140 e
Onintroduit I application f définie sur [—1, +oo[ par :
Oxe R, f(x) = v1+x g
1 ¢ X
Point fixede f :
f)=x = VI+x=x = x=>0et x*-x-1=0 = x=@= 1+£/§

On montre facilement que f est dérivable sur ]-1, +oo[, croissante sur [-1, +oo[, puis que:

f([-1, +eo[) = [0, +oo T [-1, +oo
L'intervale | =[-1, +oo[ est donc stable et la suite (uy,) est bien définie.
Deplus: Ox e R, |f(9)]= L2

' " 2V1+x 2
D’ aprés I'inégalité des accroissements finis:
1
O(a, b) € Ry x R, [f(b) - f(a)| < P Ib-al
Donc f est % -lipschitzienne sur I, donc contractante sur 1.
Enoutre: f(R,) =[1, +oo] O R,
Donc R, est stable par f.
N P . . . PP u0 DR+
D’ aprés le théoreme du point fixe, lasuite (u,) définie par converge donc vers @.
Upsg = \I1+ U,

Enfin, s up € [-1, O] dlorsu; € R, et d' apres ce qui précéde, (U,) converge encore vers @.
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1.4, Stabilité d'un point fixe

1.4.1. Définition

Soit | unintervalle fermé non vide.

Soit f : 1 — | une application admettant un point fixe s.
On dit que s est un point fixe attractif lorsque il existe un voisinage V de stel que:
Up OV

converge verss.
OnON, U,y = f(uy)

Oup OV, lasuiteu: N — R définie par {

Dans le cas contraire, on dit que s est un point fixe répulSif.

Evidemment, s on est dans les conditions du théoréme du point fixe (f contractante), le point fixe de f est
attractif.

1.4.2. Théoréme Critére de stabilité d’un point fixe

Soit | unintervalle fermé non vide.

Soit f:1 — | une application de classe C' admettant un point fixes.
Si |f'(9)| < 1, dorssest attractif.

Si |f'(s)| > 1, alors s est répulsif.

Dans le cas ou |f'(9)| = 1, le théoreme n'affirme rien. Les deux situations peuvent se produire (attractif ou
répulsif). Il faut voir au cas par cas. Voir les deux exemples ci-aprés.
Démonstration :
e Supposons|f'(s)|<1.
Alorsil existek OO [0, 1 tel que|f'(s)| <k< 1

Comme |f'| est continueens,ona:
OeORY, M ORY, OxO1L (k=g <n = [[f'®I-If'()<e)
En particulier pour € =k - |f'(s)| O RY :
MORY, OxO1, (xO[s-n,s+n] = |f'(¥I<k)
PosonsV =[s-n, s+n]. Ainsi :
Ox OV, [f' (9 <k

D'aprés I'inégalité des accroissements finis appliquée a f sur V :

Ox OV, [f() = f(9)] < kix— 9]
Et comme s est un point fixede f :

OxOV, |f(x) - < klx—9<n
Donc, f(x) OV, ce qui prouve que V est stable par f.

Soitu OV etu: N — R ladéfinie par {“0 oV .
CONON, Upag = £ (Un) Onadeplus:
Comme V est stable par f, ona: OnON, u, 0V U - 5= O(K")
Montrons, par récurrence sur n O N, la propriété : ce qui nous renseigne sur la
rapidité de convergence.
O :Jun—s <K'|uo -
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On a évidemment (0).

Soit n O N. Supposons O (n).

Ona: Un+1 = 8| = |f(un) = ]
Et commeu, OV : |f(uy) — 8 < Klu, - §
Et d'aprés 0 (n) : Klu, — 5| < kK™Yup —
D'ou [Uns1 — 5| < K™Yup —

Cequi est 0 (n+1).
On en déduit : OnON,OM): U -9 <K'u-9

Et commek O[O, 1] : (un) convergeverss

e Supposons|f'(s)|>1.
Alorsil existe k 0011, +oof tel que|f'(s)|> k> 1.

Comme |f'| est continueens, ona:
OeORY, hORY, OxO1, (k=5 <n = [[f'®I-If'©G)l<e

En particulier pour € = [f'(9)| — k:

MORY,OxO1L, (xO[s-n,s+n] = k<|f'(¥)
PosonsV =[s-n, s+n]. Ainsi :

OtoVv, |f'@®)=k>1

D'aprés le théoréme des accroissements finis appliquéa f sur V :

OxOV,cOVte que: f(X) - f(s) =f'(c)(x—9)

Dot If) = fFI=1f" ()l x— 9
Et comme s est un point fixede f : Ox OV, [f() -9 = Kkx-9 (O)
Montrons maintenant que s est un point fixe répulsif.
Autrement dit, nous devons montrer, pour tout voisinage V' des: Ceci dit, lasuite en
_ o u- V' question peut trés bien
Cup OV, lasuiteu: N — R définie par {DOnDN b= ) Ne CONVerge PasVerss. | oo erger vers un autre
o 3 point fixe.
Soit V' un voisinage quelcongue de s.
I N up OV’
Soit u: N — R une suite définie par convergeant vers s
ONON, Uy = £(Uy)

(Il existe au moins une telle suite, il suffit de choisir uy = sainsi u est constante égale as).
Comme u convergeverss,ona(avece =n):
INON,OnON,(n=2N = |u,—9<n)
Autrement dit : n>=N= u,0V
Mais alors, dans ce cas, d'aprés () et avec une récurrence facile, on obtient :
Jun =8 = KMy - §f
Mais comme k [ ]1, +oo[, la suite (K™ tend vers +o. Et comme on a supposé que (u,) convergeait vers s,
I'inégalité ci-dessus n'est possible que si uy = s, c'est-a-dire que si (U,) est stationnaire égale a s a partir dun
certain rang.

On aprouvé que:
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(un) convergeverss = (uy) stationnaire égale a s a partir d'un certain rang
Par contraposition :
(u,) non stationnaire égale as = (u,) he converge pasverss
Reste a démontrer que pour tout voisinage V' de s, on peut trouver U dans V' tel que (u,) soit non stationnaire.
Or, I'ensemble E={u, O V' | IN O N, uy = s} est dénombrable tandis que V' ala puissance du continu.
Donc V' \ E est non vide, ce qui prouve ce qu'on souhaitait.

e Casl|f'(9|=1

Dans ce cas, s peut étre attractif ou répulsif. Donnons deux exemples:

f:[0.3] -~ [0.7] et g: [0, +eo[ — [0, +oof
X > sinx X > shx
A
y c,
A
Ct
(I CARRIL T :
o) 1 n 2 Vx
2

f et g ont un unique point fixes=0etona: f'(0) =g'(0) = 1.

. J TN UOD]OI%TJ . st . " T
La suite u définie par est bien définie puisque l'intervalle [O,ﬂ est stable par f.
OnON, U, =sin(u,)

Comme : DXD]O,g]sinx<x
On en déduit (théoreme 2.2.) que la suite (u,) est décroissante.
En outre, (u,) est minorée (par 0) donc converge verss=0.

Le point fixe s est donc attractif.

Vo 0]0, + o]

est bien définie puisque l'intervalle ]0, +oof est stable par f.
OnON, v,,4 =sh(v,) PUIsd 10, ] par f

Lasuite v définie par {

Comme: Ox O]O0, +oo[, shx > x
On en déduit (théoréme 2.2.) que la suite (v;)) est croissante.
Or, le seul point fixe de g est 0 est (v,,) est atermes positifs. Donc (v,,) diverge.

Le point fixe s est donc répulsif.
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1.5. Résumé: plan d’étude d’'une suite du type un.; = f(uy)

u, OR
On donne: { 0

ONON, Uy, = £(U,)

Suites définies par différents types de récurrence Page 13 G. COSTANTINI



oui

Uo est-il connu ?

définie ?

Lasuite (u,) est-elle bien

non

Fini.

trouvé

S f est croissante sur | stable:

Uo < f(Up) = (uy) croissante
Uo = f(Up) = (up) constante

Ug > f(up) = (un) décroissante

ou

S f est décroissante sur | stable:

(Upp) €t (upnt1) SONt Monotones de
sens contraire.

(Etudier lesignede f o f(X) — X)

Déterminer |I'ensemble des valeurs de uy pour

lesquelles la suite (u,) est bien définie.

|

Cet ensemble est-il vide ?

Rechercher |'ensemble des

pointsfixesde f.

l

Cet ensemble est-il vide ?

l non

Rechercher unintervalle | tel que

f() Ol et f contractante sur 1.

l pas trouvée

Rechercher unintervalle | tel que f
() O1, I contienne un point fixe et

sur lequel f est monotone.

Utiliser le théoréme
delalimite

monotone :

ouli
Fini.
oul (uy) diverge.
<7
Oue O 1, (u,) converge.
ouli
’ non Pour uy O 1, vair sil
A existe no tel que U, 01
pastrouvée

Etudier le signe f(x) — x
sur | stable.

.

(un) converge

- Signe constant Signe non constant
\
Alors (u,) est monotone. Changer dintervallel.

non

(Uzn) €t (Upn+y) ONt-elles °<Ui: (uy) converge.
~ T
méme limite 7 (U, diverge.
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2. Autres types de récurrences

2.1. Suitesrécurrenteslinéairesd’ ordrek a coefficients constants

Il s'agit des suites définies par :
Uy, Uy, ...,U_1 OR (ou C)
keN', ag, ..., a1 € R (ouC) et OnON, uMk:fa‘_uMi
i=0
Par exemple pour k = 2, celadonne::
Ug, Uy € R (ou Q) et One N, Upp = aglnes + @Unsn

Technique pour expliciter up, :

On pose : OneN,X,=| ! | e A= co L | €Md®) (umy©)

Un+k-1

B & v G

Upip

Ainsi : ne N, AX, = Un+k-1 = X1
k-1

z AU 4
i=0

u
D’ ou (récurrence) : X =A%, ol Xo= :
U1
Aing, il suffit de calculer A" pour connaitre X, et donc u,.
(Pour calculer A", on utilise les méthodes classiques: diagonalisation ou a défaut trigonalisation, division
euclidienne, décomposition de Dunford, etc ...)

Exempleavec k=3

U=y =u, =1
OnON,u,,3 = 7U,,, —16u,,, +12u,
u, 0 1 0
Posons: OneN, Xo=|u,qy | 8 A= 0 0 1
Unsp 12 -16 7
Ainsi ; On e N, Xpg =AX, et donc X, =A"%,
Calcul de A" par laméthode de la division euclidienne :
On calcule le polyndme caractéristique de A :
-A 1 0
xa\) =det(A=Alg) = [0 A 1 |[=-AA>-7A+16)+12=-A3+7A\?=16\ +12=—-(A - 2)’(A - 3)
12 -16 7-A

Spx(A) ={2; 3}

On effectue, pour n = 3, ladivision euclidienne de X" par xa :

08 (Qn R) € R[X] x Ri[X], X" = Qu(X)xa(X) + Re(X) avecdeg(R) <3 (0)
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D’ aprés |e théoreme d’ Hamilton-Cayley : xa(A) =0

D'ou: A'=R(A)
Pour calculer A", il suffit de connaitre le polynéme R,
Posons : Ri(X) = aX® + b.X + ¢,

En remplacant X par les racines de x  dans () :

2"=4a,+2b,+c,

3"=9a,+3b,+cC,
On obtient une troisiéme relation en dérivant I égalité (0) :

X" = QL)X A(X) + Qu(X)XA(X) + 280X + by,
Et comme 2 est racine double de x s, ona x'A(2)=0d'ou:
n2" = 4a, + b,

9, +3p,+¢, =3" |,

On résout ensuite le systéme : (S): <4a,+2o, +c,=2" L,
4a, +hb, =n2"?! Ls

En effectuant I'opération L; — L, — L, on obtient :

ap=3"-2"-n2"=3"-(2+n)2"*
Avec L;: b,=-4 x 3"+ (8 + 5n)2"*
Avecl,: € =2x2"-4x3"+(8+4n) 2" +8x 3"— (16 +10n)2" =4 x 3"- (6 + 6n)2""
Dol : Ri(X) =[3" = (2+ )27 X% +[-4 x 3"+ (8 +5n)2" X + 4 x 3" - (6 + 6n)2"*
Onadonc:  A"=[3"-(2+n)2" A2 +[-4 x 3"+ (8 +5n)2" A+ [4 x 3" - (6 + 6n)2" I,
Dot:  X"= A%, =[3"= (2 +n)2" A%, + [-4 x 3"+ (8 + 5n)2" Y AX, + [4 x 3" = (6 + 6n)2" X,

0 1 0)/1 1
Or: Ap=10 0 1(/1|=]|1
12 -16 7)\1 3

0 1 0)(1 1
AX,=|0 0 1f|1]|=]|3
12 -16 7){3) 17
D'ou: U= [3"= (2+n)2"Y +[-4 x 3"+ (8 +5n)2" Y +[4 x 3" — (6 + 6n)2"]
u,=3"-n2"

Autre approchedanslecask =2

Soient a, b O C.

On considére I'ensemble E,, = {u O C™ définies par up, u; 0 C et upp=auy; +bu, OnON}

(Eap est I'ensemble des suites récurrentes linéaires d'ordre 2 a coefficients constants fixés dans C)
Il est clair que: E.p est un sous espace vectoriel de CN.
Deplus: dim (Eap) =2

En effet, il suffit de considérer I'application ¢ : E,p — Cz
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U > (Uo; Up)

¢ est un isomorphisme de C-espace vectoriel. (En effet, ¢ est clairement linéaire et clairement bijective puisque
toute suite u de E,, est car actérisée par la donnée de ses deux premiers termes up €t u;)
Or, dime(C") = 2 donc dimc(Eyy) = 2 également.
On peut donc construire une base (u, v) de E,p en considérant u = ¢-*((1 ; 0)) et v = ¢-%((0 ; 1)). (Image
réciproque par ¢ de la base canonique du C-espace vectoriel <Cz)
Recherchons les suites géométriques éémentsde E, .
Soit v O C™ définie par v, = a"(a O C).

VOEy < o’-aa-b=0
Notons A; et A, les deux racines complexes de |'équation caractéristique r’ — ar — b = 0. (Elles existent car C est
algébriquement clos)
Ains : VOEs = Vo=(A)" ouvy,=(\p)"
On en déduit laforme générale (et explicite) des élémentsde E, . :

* S A et A, sont distincts, on montre que les suites ()\'1) et ()\“2) sont indépendantes d'ou :
u=A(N) +B(}) ouABOC
e SiA;=A,=A, onmontre que les suites ()\”) et (n)\”) sont indépendantes d'ou :
U = (An + B)()\”) oA BOC

Sous-cas spécia : A = 1. Lasuite (u,) est alors arithmétique.
Cas particulier : a, b 0 R. Mémes résultats que précédemment (en remplacant C par R) sauf dansle casou A, et
A2 sont des racines complexes conjuguées distinctes : on pose dans ce cas:
AT
2

:Re()\”) et g= )\nz_ixn :Im()\“)

f

On vérifie que f et g sont des suites (réelles) indépendantes de E, ..
Ennotant A = pe'®, il vient donc :

U, =Ap"cos(nB) + Bp"sin(n) ou A, BOR

2.2. Suites simultanément r écurrentes

2.2.1. Caslinéaires

Dans ce cas, on procéde auss matriciellement. Donnons un exemple::

Uy, Vo, Wo OC

Upip = _(Vn + Wn)

R AR Y TN

Vet = _(3un + Wn)

(Uy +3v,)

AR

Whe1 =

c
=3

On pose: Xn=

=<

o
>
I
N

01
30
1 3

=
O R R,
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Ainsi, larécurrence s écrit : Kne1 = AX,,
D'ou: X, = A%,

Laencore, on s est ramené au calcul de puissances d’ une matrice.

2.2.2. Casnon linéaires

Etudions un exemple :

Soient a et b deux réelstelsquea>b > 0.
Soient (a) et (b,) les suites définies par :
a=a; by=b

OnON, ag = an;-bn et by = \/anbn

Alors (a,) et (b,) convergent vers une méme limite.
Solution :

Il suffit de montrer que (a,) et (b,) sont adjacentes.

anby

2+2 +h2
OnON, agﬂ_bgﬂzw_

_ 2
(Bt = Ber) @gss + bss) = (%] >0

Et comme (a,) et (b,) sont positives (faire une récurrence), il vient :
OnON, ap1 = bou
Enfin, comme ay > by : OnON, a, = b,
Bien que ce résultat ne soit pas une hypothese nécessaire du théoréme des suites adjacentes, on I'utilise pour

prouver les suivants:

e Enéeffet, dune part : OnON, a4 < a”;b” < a";a" < a,

Donc la suite (a,) est décroissante.
* Dautrepart : DnDN,bml—bn:«/anbn—bn:\/a(\/a—\/a)zo
(par croissance det > v/t sur R.)

Donc la suite (b,) est croissante.

*  On considere maintenant la propriété [ définie pour n O N par :
O(n):la,— by < La- b
(n) @ Jan = by| < yla |

0 Onabiensir O (0).
O MontronsquepourtoutnON, O (M) =0(N+1):

1
Supposons [ (n) : [an — bl < o la—Db

— 2 0(n)
Alors: lBer — b = (aﬂzb"] < 21 la—bP

Et par croissancedet > VtsurR,: [ant1 = brag] < % [a—Db

D'ou O (n+ 1).
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Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
OnON,0O(): Jan— by < 2—ln|a—b|

D'ou, par comparaison : lim (a,—b,) =0
n - +oo

On adonc prouvé que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.

Elles convergent donc vers une méme limite (appel ée moyenne arithmético-géométrique de a et b. On ne connait

espece...)

pas d'expression de cette limite mais elle est liée aux intégrales elliptiques de 2°™

2.3. Suitesrécurrentes définies implicitement

Laencore, donnons un exemple:
Soit n un entier naturel impair.
n Xi
a) Démontrer que I’ équation (En : ZT =0
i
i=0

admet unique solution réelle a,,.

b) Démontrer que la suite (a,) diverge.

Solution :

n i

Posons : P,(X) = —

() Z(; .
(Polynéme de Taylor de I’ exponentielle)

' ) _ n iXi—l _ n-1 Xi B
Onaadlors: P (X)—Z; 0 Z(;T—Pn—l(x)
= i=

a) Considéronslapropriété 0, définie pour k € N', par :

Pus1(X) <08 x<ay

O :0Oxe R, PyX)>0 e Oa, e R tel gue Pyqq(ay) =0 avec .
® 2%(X) k que Poy.1(0) {IDZK+1(X)>OS|X>O(k

2
Ona: DXE[R,PZ(X):1+X+X7>0

Donc P; est strictement croissante (puisque P; = P,). Enoutre lim Ps(xX) =—c et lim P3(x) = +c0. Comme
X — —00 X — +0o

P3 est continue, ¢’ est une bijection de R dans R. On adonc I’ existence d'un unique réel a; tel que Ps(a;) = 0.

La croissance de P; entraine, de plus: P; < 0 sur ]—oo, a4 et P3 >0 sur Jay, +eo[. D’ou [ ().

Montrons que, pour tout k € N, 0 (k) = O (k+ 1) :

Soit k € N*. Supposons [ (k).

Comme Py, =Py, 0N a:

X —oo Ok +00

Signede Py .o - 0 +

Variations de Pa2 \ /
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a§k+2 _ aEk+2

Or: Pa2(0) = Paa(ay) + = >0
2k2( k) 2k l( ) (2k+2)' (2k+2)|

Donc : Py >0sur R
Py+3>0sur R
P53 strictement croissante sur R

Or |lim Pyyz=—0, lim Pyu3 =+ et Py,; continue donc :

X - =00 X - +00

Pyu3(X) <08 x<o

o € R tel que Poys(Ok:1) = 0 avec -
kil q 2k+3(Olke1) {p2k+3(x)>08| X> 04

Dou O (k+ 1).

n_ i
L’ équation (Ey) : ZT—| = 0 admet donc bien, pour n impair, une unique solution réelle a,,.
i=0 °

b) SoitM e R.Ona: klim Pusi(M) = €™ >0
— +oo

Donc : Ckoe N,Oke N, (k= kg = Py.a(M)>0)
K=Ky = Pou1(M) > Py(aty)
Donc, par croissance de Py : k=ky = M>ag

Ce qui prouve bien que la suite (a,,) diverge vers —co.
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3. Annexe : étude générale des suites homographiques

Contexte et données:

(abcdOR*etd=ad-bcaveccz0etdz0.

RER:

ax+b
cx+d

u OR

u = (u,) lasuite définie par : {UM = f(u) ONON

(&) I'équation : A = f(A)
E={wIR|hON|cu,+d=0}

Objectifs:

Pour quelles valeurs de ug la suite (uy,) est-elle bien définie ?
Exprimer u, en fonction de n.

Etudier la convergence de la suite (uy,).

Pour faciliter le travail, commengons par ce qui suit :

Quelgues propriétés utiles et usuelles des suites homographiques

1. festunebijection:

Soity O [R\{%}.Montrons: D!xD[R{\{—%] tel quey = f(X)

ax+b

Laconditiony = f(X) sécrit : =
y=f(X Y= rd

yex+yd=ax+b

X(cy-a)=b-dy
Or,cy—-az0,dou: x:M
cy—-a

Pour chaquey de R \ {%} , il existe un unique antécédent, ce qui prouve la bijectivité de f.

Le calcul ci-dessus permet également d'expliciter la bijection réciproque :

gl

—dx+b
cx—a

X

Etude del'éguation A = f(A) :
Cette équation de second degré sécrit encore :
cA’+(d-a\-b=0

Son discriminant A est :
A=(d-a)?+4bc=d*+a’- 2ad + 4bc = (d + a)* - 4ad + 4bc = (d + a)? — 45
Remarquons au passage que, comme d# 0, ona: (a+d)?ZA.

Si A >0 (cest-a-dire (d + a)* > 4d) : alors I'équation (&) admet deux racines réelles distinctes::
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5.

_a-d +/A _ a-d-+A
=2 -~ " ap=="-——
2c 2c
Si A =0 (Cest-a-dire (d + a)* = 43) : alors|'équation (£) admet une unique racine réelle :
_ a-d
Y 2c

Remarquons que dans ce cas, on a hécessairement : a + d # 0 puisgue 6 # 0.

Si A <0 (Cest-adire (d + a)® < 43) : alors|'équation () admet deux racines complexes conjuguées :

a-d+iyiol 5

a= % =a
Propriétésdesracinesde (%) :
Soit A une racine de (). Onadonc: fA)=A
Comme f est bijective: frofh) =170
A=f70)

xo @\ +D_ —dA+b

Onadonc: = =
CA+d cA—a

Lien entrelesracinesde (&) et lasuiteu :

Soit A uneracinede (). Si up# A dors, u, A, On O N.
Preuve : par récurrence. SUpPposons Uy # A. Considérons 0 (n) : " uy ZA " pour n O N.

e Onal (0) par hypothése.

* Supposons U (n) : Uy Z A
Comme f est injective : f(un) Z f(A)
Cest-a-dire: U1 Z A
D'oud (n+ 1).

D'ou le résultat annoncé.

Accroissement moyen de f :

Pour tousx ety de R \ {—9} distincts:

c
ax+b ay+b: acxy + adx + bey + bd — acxy — ady — bex — bd _ (ad —bc)(x-y)
cx+d  cy+d (cx+d)(cy +d) (cx+d)(cy +d)

FOO-F(y) _ 5
x-y  (x+d)(cy+d)

fX) - fly) =

D'ou:

Ces préliminaires étant faits, répondons maintenant a nos trois objectifs. En commencant par le deuxiéme, a

savoir : expliciter la suite u.

CAS1: I'éguation (&) admet deux racinesdistinctesa et B (dans R ou C)

SiUp=a (resp. B) dlors, On O N, u, = a (resp. B) et c'est fini.
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* SiuyOE dorslasuite (u,) ne sera plus définie au delad'un certain rang, donc il n'y arien aexpliciter.
* Supposons désormais u, OE O {a, B}.

u,—a

[

Remarqguons également, que ayant supposéa # 3, ona: v, # 1, On O N.

Comme (voir 4) u, # 3, On O N, on peut poser : v, =

Montrons que la suite v = (V) est géométrique : pour tout n O N, on a:

vz U =0 fu)—f(@) ©  uyma) | (cup +d)(eB+d) _ cB+d
" Ui B f(U)-f®  (cu, +d)(ca +d) 5u,-B)  co+d

a+d-+A

prg @ |ardia

ca +d a+d—i\/m

a+d+i\/m

(Cesrelations ont bien un senscar (a + d)> - A # 0)

n

s a et 3sont réelles
Donc la suite v est géométrique de raison q =

si o et 3 sont complexes

Remarquons que l'onaqg # 0. (Sinon on aurait v; = 0 et donc u; = a ce qui est impossible car ug # a)

Remarquons également que si q est complexe alors|g| = 1.

Onadonc, OnO N : Vp = Mqn
U —B

Or,UnON: u(vp — 1) =Bv,—a

D'ou: U, = [3)\/,1——(1
v, -1

On adonc explicité la suite u dans e cas ou I'équation (&) admet deux racines distinctes.

Avant d'étudier le CAS 2, répondons a nos deux autres objectifs:
La suite u seranon définie dés qu'il existeunindicek O N tel que: u, = —% .

- - + _
Pour detelsk O N, ona: v = 2o O(qk:u" a_dtcd_ 4

U-B  uw-B d+ch
Diou: (Uo = )" = (Uo = B)
Uo(d“* - 1) =ag™ - B
k+1
a -_—
Uo = §k+1 _1[3
k+1 _
On conclut : E:{wk+—11[3,kDN}
q —

Précisons la convergence de la suite u (notons qu'en cas de convergence, ce ne peut étre que vers les points
fixesa et 3 de f)

Casréd (A>0):

Si |g| < 1 alorsv converge vers 0 et donc u converge versa.

Si |g| > 1 dors |v| diverge vers +oo et donc u converge vers .

Lecasq=1est exclucar daprés2., (a+d)*zA.

Cascomplexe (A< 0):
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Dans ce cas, la suite u diverge. En effet, elle n'a aucune chance de converger puisque f n'a pas de point fixe
rédl...

CAS 2 : I'éguation (&) admet uneuniqueraciney O R

e Siu=y aors, OnON, u,=yet c'est fini.
* SiuyOE dorslasuite (u,) ne sera plus définie au dela d'un certain rang, donc il n'y arien aexpliciter.

*  Supposons désormais up OE O {v}.

Comme (voir 4) u, #y, On O N, on peut poser : v, =
Up -y

Remarquons également que: v, # 0, On O N.

Montrons que la suite v = (v,)) est arithmétique : pour tout n O N, ona:

v = _ cu, +d _ cu, +d _ cu, +d ® cu, +d
n+l — - - - -
Up+1—Y au, +b—y(CUn + d) au, +b—yCUn _yd (a—yc)(un + b:ydj (a—yc)(un _V)
Vg — v = (Cu”+d—1j: 1 (cun+d—a+ycj
u,-y \ a-yc u, -y a-yc
a-d -a a-d _a+d c
Or,d-a+yc=d-a+ =—— eta-yc=za—- ——= z0cay# —
yc 5 5 yc 5 5 ( y a)
U +d—a
Ve — v = 1 n 2 |_ 1 (Zcun+d—a)_ 1 >(20x(un—y)_ 2c
n+l n— - - -, |~
Uy =Y a+d Uy =Y a+d U, -y a+d a+d
2
2c

Donc lasuite v est arithmétique deraisonr = ~d
a

(Cetterelationabienunsenscar a+d # 0quand A =0)

Onadonc, On O N : V, = +nr
Up —Y

Or,OnON: UVh—Wh=1
+

D'ou: un:ﬂ: i+y
\Y/ \Y/

n n

On adonc explicité la suite u dans le cas ou I'équation (&) admet une unique racine réelle.

Lasuite u seranon définie des qu'il existeun indicek O N tel que: u, = —%.

Pour detelsk 0N, ona: Vi = fnk=—t = __
Up —Y u -y d+cy
D'ou : 1 =-r—-nk
U —Y
RV |
oY r +nk
_ 1
=Y r +nk
On conclut : E={y- 1 N}
' Lol
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Précisons la convergence de la suite u :

Comme v diverge vers +oo ou —co, on déduit : u converge versy.
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