SERIES A TERMES REELS POSITIFS

Remarques générales

« “Les sujets réputés classiques (algébre linéaire, séries a termes positifs, ...) sont beaucoup plus délicats a traiter
qgu’il n'y parait et ont trop souvent donné lieu a des prestations tres pauvres, faute d’'une réflexion suffisante.”
(Rapport du jury 1991)

» Dans cette lecon trop classique, il faut absolument se distinguer en mettant en évidence de maniére trés nette
I'enchainement des idées et en illustrant chaque résultat par des exemples et contre-exemples substantiels.

Plan

1. Séries a termes positifs

a) Définitions et notation

Série Y u, de terme général ()}, somme partielleS, = y u, . Sérieconvergentesomme S =3 u,, reste
k<n n=0

R,=S-S, = ) > ijk . Sériedivergente.

2n+
La nature d'une série ne change pas si on modifie un nombre fini de termes. Dans la plupart des théorémes, il
suffit donc que les hypothéses soient vérifiees “a partir d’'un certain rang”. | _ _
Dans cette lecon, on s’intéregsg@iquement aux séries a termes réels positifs. Pour une telle série, la suite des
sommes partielles est croissante. Elle converge ssi elle est majorée ; sinon, elle diverge vers +

b) Criteres généraux de convergence

+ Correspondance suites-sériene serie converge vers S ssi la suite de ses sommes partielles converge vers S.
Inversement, une suite juconverge vers ssi la série de ses différengegu, ,, - U,) converge vers - u,.

+ Condition nécessaire de convergenc une série converge, alors son terme général tend vers 0. _
» Critere de Cauchy La sériey u, converge ssi pour toat> 0, il existe un entier N tel que pour p =N on ait

p
> ugs<e.
k=n+1
* Opérations:Si les sériej u, ety v, convergent vers S et T, alors la séi{au, + by,) converge vers aS + bT,

. (I 0 .
etla sénez 52 U Vi E converge vers S{produit de Cauchy)
=0
¢) Comparaison a une intégrale

n
Soit f : RT — R* une application décroissante. Pour tout entier n, Pér'ﬁ:{tt)dt < z f(k) SJ’; f(t)dt +f(0),
k=0

donc I’intégralej’go? et la séri€y f(n) sont de méme nature.

2. Comparaison de deux séries a termes positifs
a) Principes de comparaison

« Comparaison directe :
Supposons que, & v, pour tout n. Spv, converge, alor§ u, converge. Spu, diverge, alorg v, diverge.

u v
; i - 1 1
» Comparaison logarithmique Supposons queﬁ < \’/‘—:pour tout n. Spv,, converge, alor§ u, converge.

Si yu, diverge, alorg v, diverge.
« Comparaison asymptotique :

S vl Si sy,

(i) Supposons que u= O(v,). Si 3v, converge, alor§u, converge et on ay u, :Oé
2n+1

k=n+1

diverge, alorg v, diverge eton ay u, =00y v, @
k<n <n
(i) Méme énoncé en remplacant O par o.



(iif) Supposons que = v,. Les séries sont de méme nature. En cas de convergence, les restes sont équivalents.
En cas de divergence, les sommes partielles sont équivalentes.

b) Séries de référence

* Séries géometriquesy q" converge ssi @ q < 1.

- . 1 .
* Séries de Riemanny —- converge ssit > 1.
n

 Séries de Bertrand ZW converge ssio( > 1) ou & =1 et > 1).

n)®
c) Regles de comparaison

» Regle de Cauchy (comparaison directe a une série géométrigué suite(rq/uT) admet une limite (finie ou
infinie) L et si L <1 (resp. L > 1)), alors la séfie, est convergente (resp. divergente).

* Régle de Riemann (comparaison directe a une série de Rierrﬁhla)suite(n“un) admet une limite (finie
ou infinie) L et siL < +o eta > 1 (resp. L > 0 et < 1), alors la sérig u, est convergente (resp. divergente).

* Régle de D’Alembert (comparaison logarithmique a une série géométridida :suite Bu”—*lg admet une
n

limite (finie ou infinie) L et si L < 1 (resp. L > 1), alors la s€¥ie, est convergente (resp. divergente).

un+1|:l:|
u, M
admet une limite (finie ou infinie) L et si L > 1 (resp. L < 1), alors la sguig est convergente (resp.
divergente).

* Régle de Raabe-Duhamel (comparaison logarithmique a une série de Rienﬁima)suiteaﬂgl.—

Remarque 1 on peut imaginer aussi une régle de Bertrand (comparaison directe a une série de Bertrand) et une
régle de Duhamel-Bertrand (comparaison logarithmique a une série de Bertrand).
Remarque 2 comparaison des regles de Cauchy et de D’Alembert.

3. Exercices

Exercice 1 :La série des inverses des nombres premiers est divergente.

. . . * - on .

Exercice 2 :Si o est une permutation d¢ , la serlez # est divergente.
n

Exercice 3 :Si (u,) est une suite positive décroissante, montrer que les Sérjest 22” U, sont de méme
nature(critere de condensation de Cauch#ppliquer ce critére aux séries usuelles.

. . . L _135...(2n-3) . _ n" _ 1 _ 1
Exercice 4 Etudier les séries de t.g. &), = ~2.46.. (@20 b) u, = e C) Uy, = g Uppey = Sngnil”
Exercice 5 :Déterminer a et b tels que pour toug;ﬁ,(at +bt?)cosntdt = n_lz En déduire quezn—l2 = %

n=1

Exercice 6 :Calculer z n%ﬂ a la précision 1d. a) Calcul direct en majorant le reste par une intégrale. b)
n=1

a b

1
n(n+1) AN+ (n+2)

+U,, avecu, = O(—4).
n

Accélération de convergence en écriva@{—l =
n
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