SERIES A TERMES REELS OU COMPLEXES :
CONVERGENCE ABSOLUE, SEMI-CONVERGENCE

Remarques générales

« Les résultats relatifs aux séries a termes réels positifs sont supposés connus.

* Programme résumé : Séries a termes réels ou complexes. Convergence d’'une série alternée, majoration du
reste. Exemples d’emploi de la transformation d’Abel. Exemples d’emploi d’un développement asymptotique du
terme général. Série produit de deux séries absolument convergentes.

* Pour cette lecon trés classique, on ne donne que la liste des résultats importants & ne pas oublier. Chacun devra
étre illustré par des exemples et contre-exemples personnels.
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Introduction

On suppose connus les généralités sur les séries numériques réelles ou complexes (condition nécessaire de
convergence, linéarité, critere de Cauchy) et les techniques d’étude des séries a termes positifs (recours a une
majoration ou un équivalent du terme géneral, comparaison a une série de Riemann ou de Bertrand, comparaison
a une série géométrique : regles de Cauchy et de D’Alembert, comparaison a une intégrale généralisée).

1. Séries absolument convergentes

a) Définition et intérét de la convergence absolue

On dit que la sériez u,, estabsolument convergente lorsque la sezelun| est convergente.
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Grace a ce résultat, I'étude d’'une série absolument convergente se raméne a celle d’'une série a termes positifs.

b) Caractérisations de la convergence absolue

« Si x est un nombre réel, on poseé x sup(x, 0) et x= sup(- x, 0). Soitz u, = Z(an +ib,) une série a
termes réels ou complexes.

La sériez u, est absolument convergente ssi les quatre séries & termes DES'HFIS Z a, z b, Z by,
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sont convergentes ; dans ce c§,un = z at Z a +i Z bt |Z b .
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* On dit que la sériez u, estcommutativement convergens$g pour toute permutation deN, la série

z U €St convergente.

Une série est absolument convergente ssi elle est commutativement convergente ; dans ce cas, s3 somme ne
change pas lorsgu’on change l'ordre des termes.




Exercice :Lorsqu’une série est convergente sans étre absolument convergente, on peut réordonner ses termes de
maniére a obtenir soit une série divergente, soit une série convergente de somme arbitrairement donnée.

¢) Produit de deux séries absolument convergentes
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Application :L’exponentielle complexe est un homomorphisme du groGpe) dans le groupe, x).

2. Séries semi-convergentes
a) Définition

On dit qu’une série esemi-convergente lorsqu’elle est convergente sans étre absolument convergente. L'étude
d’'une série qui n’est pas absolument convergente est délicate ; on va exposer quelques techniques possibles.

b) Séries alternées

On dit qu’une série egtliternée lorsque le terme général est de la formee(;10u €,) est une suite décroissante
de réels positifs convergeant vers 0.
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Toute série alterné({ u, est convergente et on { u, <y u, < z u, pour tout entier p.
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Plus précisément, les sommes partielles d'indice pair (resp. impair) tendent en décroissant (resp. en croissant)
vers la somme de la série.

¢) Régle d’Abel

Pour qu’une série de la formg €.V, soit convergente, il suffit que la suitg) ait pour limite 0, que la séfie

z |e, —€,.4] converge et que la suitey(¥ v, + ... + ) soit bornée.

Remarque La deuxiéme condition est vérifiée dés que la sajfeeist réelle et décroissante. Poy=\u(-1)", on
retrouve alors le cas des séries alternées.

d) Groupement de termes

La convergence d'une série entraine celle de la série obtenue par groupement de termes, mais la réciproque n’est
pas toujours vraie. Cette réciproque est vraie dans deux cas usuels :

 chaque groupement est formé de termes de méme signe ;

« le terme général de la série tend vers 0 et le nombre de termes dans chaque groupement est borné.

e) Développement asymptotique du terme général

Un développement asymptotique permet parfois d’écrire le terme général d’'une série comme somme de deux ou
plusieurs termes, correspondant a des séries faciles a étudier.
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