ESPACES VECTORIELS NORMES DE DIMENSION FINIE
NORMES USUELLES, EQUIVALENCE DES NORMES
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Dans toute lalegon, E désigne un espace vectoriel sur un corps K = R ou C. (Sauf contre-exemple particulier)

Prérequis

Entre autres préreguis éémentaires, on supposera acquis les résultats suivants:

» Tout espace vectoriel E de dimension finie (sur R ou C) est isomorphe a R".

 Définition d'une application lipschitzienne d'un espace vectoriel normé dans un autre.

 Définition d'une application continue d'un espace vectoriel normé dans un autre.

» L'image réciprogue d'un fermé par une application continue est un fermé.

* Une partie F de E est fermée dans E s et seulement s toute suite d'éléments de F convergeant dans E
converge dansF.

» Définition d'une partie compacte X : toute suite d'éléments de X admet une valeur d'adhérence dans X.

* Unintervalle fermé borné est un compact de R.

* Un produit fini de compacts est un compact.

. DansR" les parties compactes sont les parties fermées bornées.

» S Xest une partie fermée d'un compact A, alors X est compacte.

» Toute application continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes.
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1. Normes sur un espace vectoriel E

1.1. Définition d'une norme

Définition
On appelle norme sur E toute application N de E dans R telle que:

i) OxOE, N(X) =0 = x=0 (séparation)
i) Ox,\)OExK, NAX) =ANKX (homogénéité)
iii) O(x,y) OE X E, N(X +Yy) < N(X) + N(y) (inégalité triangulaire)

Notation et vocabulaire : on note N(X) = [[X]le ou N(X) = ||| lorsquiil n'y a pas d'ambiguité. On appelle espace

vectoriel normé, tout couple (E, || . |) ou || . || est une norme sur E.

Remarques :

» D'apresii) avec A =0, il vient N(0) = 0.

» Lacondition Ox 0 E, N(X) = 0 serait superflue dans la définition : d'aprésiii) et ce qui précedeona:
OxOE:0< NO) < NXx=x) < N(X) +N(=x) < NX) + [F1|N(X) < 2N(x), douN(x) = 0

» Silapropriétéi) (séparation), n'est pas vérifiée, on dit que N est une semi-norme.

» Contrairement aux espaces euclidiens, deux vecteurs non liés peuvent réaliser "I'égalité€" triangualaire.

Considérer, dans R", x = (1, 1, 0, ... , 0) ety = (1, O, .., 0) avec la norme [X|| = sup|x].
iL...;n}

Onaadlors|x|=|vll=1, |Ix + Y|l = 2, donc |iX|| + [IVll = [IX + y]| €t pourtant X et y ne sont pas (positivement) liés.

Une propriété utile : inégalité triangulaire renversée
| O, y) DEXE K- vl < Ix -yl

Cette propriété est importante, elle permettra d'affirmer que toute norme N est continue sur E.

(Pour démontrer lapropriété, on écrit x=(x—y) +y ety =(y — x) + X puison utilise I'inégalité triangulaire)

Norme sur un sous-espace vectoriel : s F est un sous-espace vectoriel de E, la redtriction de N a F est

évidemment une norme sur F appelée norme induite.

Distance associée a une norme :

‘ L'application d ainsi définie vérifie alorsles 3 propriétés:
A partir de toute norme N sur E, on peut construire une distance d par : 1) O(x, y) DE x E, d(x, y) = d(y, X)
2)dx,y)=0 = x=y
d:ExE - R 3) 0(x, y, 2) OB, d(x, 2) < d(x, y) +d(y, 2)
X y) P NXx-y) Cequi en fait bien une distance.

Ainsi tout espace vectoriel norme est un espace métrique et lanorme N engendre une topologie sur E.
Noter gu'il existe des distances ne découlant pas d'une norme, comme par exemple, la distance discréte :
O0six=y

lsixzy

dix, y) = {

En effet, I'application N obtenue en posant N(x) = d(x, 0) ne vérifie pas 'axiome d'homogénéité.
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1.2. Normes usuelles

On montre que les applications ci-dessous sont des hormes :

i) E=ERouC: x> |¥

e

n n n n
i) E=R ouC ,x=(x, ...,xn)D[R,pD]O;+oo[:xl—)||x||p:[Z|xi|pJ (surtout pour p =1 ou 2)

i) E=R ouC",x= (X ..., %) DR X > [Xho = sup|x| .
iL...;n}

iv) Norme d'une application linéaire continue u 0 LC(E, F) ou (E, || . |le) e (F, || . |lF) sont deux espaces
vectoriels normés de dimension finie:

ub> ful= sup [u(X)| ot B(O,1) désignelabouleferméeunité: B(0,1)={x O E telsque X < 1}
x0B(0,1)

Note : une application linéaire u 0 L(E, F) est continue sur E si et seulement s :

M O R tel que Ox O E: JuX)|[lr < M[lu(X)]le.

v) E=R[X],P= Zax' ORJX] : P > [IP]| = sup|a] -

=0 i0;..;n}
Preuve:

i) Evident

ii) Toutes les conditions de la définition se démontrent aisément sauf I'inégalité triangulaire, qui est I'inégalité de

Minkowski qui se démontre de fagon technique al'aide de la convexité (non triviale) de la fonction homogeéne
n Y
suivante: x > [ZM |pJ (voir legon sur la convexité)
i=1
iii) Inégalité triangulaire pour || . |l.. Soit (x, y) O R" de coordonnées x = Xty ooy Xn) €Y = (Y1, ooy Yi)-
On a(inégalité triangulaire classique sur R) :

i O[3 n], b+l < i+ vl < suplx| + sup|y|
iO{L.n} L.}

En particulier, pour l'indicei tel que [ + y;j| soit maximal :

SUIOI>9 * Vi< sup[x |+ suply| .
.} iKL..;n}  iXL..;n}

D'ou: X+ Ylls < [Xlko + [Iyllo.
iv) Inégalité triangulaire pour || . || sur L(E, F). Soient u, v O L(E, F).
Comme]|| . ||- est unenorme sur F, on a:
Ox O E, [[(u+ vl < UGl + IVl
En particulier :

Ox O B(0,1), iU+ < Ul + MOl < sup [uX)ll- + sup V(X[
x0B(0,1) x0B(0,1)

Et en passant & la borne supérieure pour x 0 B(0,1) , il vient :

sup U+ < sup u(x)fz + sup [v(X)]
x0B(0,1) x0B(0,1) x0B(0,1)

D'ou: llu+ Vil < flull + vl
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V) Inégalité triangulaire pour || . || sur R,[X].
Soient P, Q O R[X], P = Zaix' etQ= qu'
i=0 i=0
On a(inégalité triangulaire classique sur R) :

0i 0[0,n], Ja +bi| < [al + bl < supla] + sup|q|
iX0;....n} iX0;....n}

En particulier, pour l'indicei tel que [a; + by| soit maximal :

supja; +ly| < sup|a| + sup|n| .
i 0;...;n} i{0;...;n} i{0;...;n}

D'ou: IP + QI < [IPIl + [IQIl.

1.3. Normes équivalentes

Définition
Deux normes N; et N, sur E sont dites équivaentess :

O, ) O (IRF)Z telsque: Ox O E, ANy(X) < Ny(X) < pNy(X)

OnnoteaorsN; ~ N, sur E. Larelation ainsi définie est bien une relation d'équivalence :

* OnaN;~N;enchoisissant A = =1 d'ou laréflexivité.

o SIANI(X) < Na(X) < pUNy(x) alors 1 No(X) < Ni(X) < — Ny(x) d'ou la symétrie.
ol

> |

o SIAN(X) < Np(X) < UNz(X) et A'Na(X) < N3(X) < I'Na(X) alors AA'Ny(X) < Na(X) < p'Ny(X)

D'ou latrangitivité.

Remarques :
e deux normes N; et N, sur E sont équivalentes si et seulement si I'application I1d : (E, N) — (E, Np) est

bicontinue (ou encore "si I'identité est un homéomorphisme")
» deux normes N; et N, sont non équivalentes s et seulement si il existe une suite (x,) d'ééments de E telle que
lasuite (%) ne soit pas bornée.

10X,

Exemple: sur R, lesnormes . [l || . [l €t || . [l sont équivalentes.
En effet on montre sans difficultés que :

n
OXOR, Xk < I < NIl et ke < [IXIb < v/ [k

Contre-exemple : sur E=C([0; 1], R), on considére lesnormes || . ||y et || . |l définies par :

= [IfOld e Ifh= s (£
to[0; 1
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-n’x+n s XD[O : %]

On considere la suite (f,,) d'éléments de E définie par : fn(X) = 1 .
0s XD[H ; 1] n
1 1
Ona: ol = sup [fo(®=n et o= | [Fo®]ct= >
t0[o;1 0 2
0 1
n
D'ou: MZZn opooo. oo,
I all nee
Donc il n'existe pasderéel M tel que: OnON, [[fulle < Mllfall

Donc lesnormes |. |l €t | . |l Ne sont pas équivalentes.

2. Cas de ladimension finie.

Dans tout ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel normé sur K (= R ou C).

2.1. Equivalence des nor mes

L'intérét du théoréme suivant est que, en dimension finie, on n'aura plus a préciser quelle est la norme utilisée

dans les diverses propriétés topol ogiques (telles que la continuité ou la compacité).

Theéoreme Attention !
Soit Eunev.n.sur R ou C. Ce théoréme est faux si le corps de

base n'est pas complet !

Si E est dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

Soit (ey, ..., €,) une base de E et N une norme quel conque sur E. Munissons E delanorme || . || :

Rappelons que pourx=2xie, ,ona: X[l = sup|] .
i1 iL...;n}

Lemme

Si E est de dimension finie, alors toute norme N est une application continue de (E, || . |l.) dans (R, | . ]).

Preuve du lemme :

Nous allons montrer que |'application N est lipschitzienne.

n
Soitx O E, ona: N(x)zN(inqJ
i=1
D'aprés |'inégalité triangulaire et I'hnomogénéité de lanorme N, ona:
n n n
N(Z&QJ<Z|&|N(Q)< N(&) X
i=1 i=1 i=1

n
Posons M :z N(g).(M>O0car, leseg étant non nuls, on aN(e) # 0).
i=1

D'ou: NX) < M [IX]|s
On peut donc écrire : M > 0tel que: O(x, y) O E% Nx—=Yy) <M [X = Yl

Or, d'aprés|'inégalité triangulaire renversée :
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ING) = N(Y)I < N(x - y).
On peut donc écrire : M > 0tel que: O(x, y) O E% INX) = NY)| < M X = Yk

Cequi signifie quel'applicationN: (E, || . l,) — (R, |.] est M-lipschitzienne donc continue (sur E).

Démonstration du théoréme :

Déja, comme tout espace vectoriel E de dimension finie est isomorphe & R" , il suffit de démontrer le théoreme
danslecasoUE=R".

Onvamontrer que N est équivalentea || . ||.. Considérons la sphere unité Spour || . || :

n
S={xOR" tdsque|x.=1} ={xOR" telsque sup|x|=1} O |‘| [-1:1]
i{L..in) -1

n

e L'ensembleP = |_| [-1; 1] est un compact de R :en effet, l'intervalle [-1 ; 1] est un compact de R. De
1=1

plus, un produit fini d'espaces compacts est compact donc P = ﬁ [-1; 1] est un compact R".
1=1
. SestbornéedansR" (puisque contenue dans la boule fermée unité pour || . ||..)
. S estferméedans R : en effet, I'application f : R" - R, X > |||l est continue (d'aprées le lemme) donc
l'image réciproque d'un fermé est un fermé. Or, S= f({1}) et le singleton {1} est un fermé de (R, |.), donc S
et fermée dans R .
Bilan : Sest fermée et contenue dans le compact P donc S est compacte dans R".

On sait que N est continue sur R" donc N est continue sur le compact S

Donc I'application N est bornée et atteint ses bornes sur S:
2
Om, M) O ([R+) telsque Ox 0 S: m < N(X) < M.

Mais N atteint ses bornes, donc pour un certain Xy [0 S: N(xo) = m.
Or, X % 0 (car X 0 S) donc N(xp) Z0et m> 0.

2
Donc : Om, M) O ([RE) telsque Ox 0'S: m< N(X) < M.
Il nereste plus qu'a étendre le résultat ci-dessus a R :

Soitx OR" \{0}. Posons x' =

(R
Il est clair quains X' J Sdoncon a: M<NX) <M
or, N(X) = N( X j: L N
Il ) 11Xk
D'ou: MX|l. < NO) < M|[X]}o-

Enfin, cette double inégalité est toujoursvraiesi x = 0.
On a donc démontré que N €t || . |l sont équivalentes sur R". Donc, par transitivité, toutes les normes sont

équivalentes sur R".
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Contre-exemple : normes non équivalentes en dimension finie.

On considére : E=Q[v2]={a+b+2 ola bdQ}

On vérifie facilement que E est un Q-espace vectoriel de dimension 2. (E est sous-ensemble non vide de R?, ses ééments
sont "stables" par addition et par multiplication par un rationnel, ce qui justifie que E un ev. (en tant que s.e.v. de R?). Enfin, on montre que
E est isomorphe & Q? (considérer I'application ¢ : Q> — E, (a, b) > a+ b\/E . ¢ est clairement surjective. De plus, ¢ est injective car

V2 est irrationnel). On adonc dim E = 2)

On considére, sur E, les deux applications suivantes :

N E - R et N,:E - R
a+b+2 o+ p| a+by2 > |a+b+/2|

Vérifions que ce sont des hormes::
Séparation :

Ni(@a+b+2)=0 = |aj+[0|]=0 = a=b=0

Nya+b+2)=0 = |a+b+2]=0 ﬁ"gomd a=bh=0
Homogénéité :
A0 Q, Ny(A(a+b+/2)) = Ny(Aa+Ab+/2 ) = ]a| + Ab| = \| Ny(a + b~/2 )

N:(M@+b+2)) =A(a+bv2)|=]\[Na+bv2)

Inégalité trianqulaire :

Ni(@a+bv2 +a +bV2)<ja+al+b+b|<a+[a]+bl+p|<Nia+bv2)+N@ +b+2)

Ny@a+byv2+a +b+v2)<la+a +byv2+b V2 |<ja+by/2|+]a +b V2 |<Nya+b+2)+Nya +b+2)
Donc N; et N, sont bien des normes sur E.

Montrons que N; et N, ne sont pas équivalentes:
Il suffit de considérer la suite u,= (1—«/§)n:an—bn\/§
Ona: Na(U) = [an] + ol = No(8n + bnv2 ) = [L+42 [ 0005 +e0 car 1+42>1

No(u) = [1=+2 npop- 0 car 1- V20711, 1]

Lasuite (%) n'est pas bornée. Donc les normes N; et N, ne sont pas équival entes.
ACH

2.2. Quelques conséquences du théoréme :

Proposition
S E est dimension finie, on a:

1) Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie sur le méme corps K que E. Alors:
toute application linéaire f de E dans F est continue.

2) Une partie X de E est compacte si et seulement si X est fermée bornée.

3) E est complet (toute suite de Cauchy d'éléments de E converge dans E)

4) Tout sous-espace vectoriel F de E est fermé.
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Preuve:

1) Soit (g) une base de E. MunissonsE et F deleur || . ||; respective. On a:

f étant lingaire : DX DE: If(lh = Hf(ZX@J = > % f(e)
i=L = 1
D'aprés |'inégalité triangulaire : inf(e,) < Z:|Xi|||f(q)||l
i=1 1 i=1

EtenposiM= aip }{Ilf(e)llj} ilvient: Y x| [f@), <M D[]

i{1...n i=1 i=1
D'oul finalement : Ox O E, If )l < M [[x]la.
D'ou: 00« y) DE*: If(x=y)ll < M [Ix =yl
Et comme f est linéaire : ax,y) DE*: IF) =f)Ik < M [X = vl

Donc f est M-lipschitzienne sur E donc continue sur E relativement a || . ||, donc relativement a toute norme
d'apresle théoréme.

2) Supposons X compacte dans E.

Montrons que X est fermée :

Soit (x,) une suite d'éléments de E convergeant versy (1 E. Comme X est compacte, la suite (x,) admet une valeur

d'adhérence £ [0 X. Mais comme (x,) converge, £ =y, doncy [ X. D'ou X est fermée.

Montrons que X est bornée.
Si X n'était pas bornée, on aurait : (quelque soit la norme choisie)
DADR, kO X tel que|ix|| = A
En particulier, on peut construire une suite (x,) d'éléments de X telle que :
OnON, || = n
Un telle suite n'admet pas de valeur d'adhérence, ce qui contredirait e fait que X est compacte.
Donc X est bornée.

Réciproquement, supposons X fermée bornée dans E.

Soit ¢ une application linéaire bijective de E dans R" . Comme @ est une application linéaire, elle est continue

(d'aprés 1)) donc @(X) est compacte dans R" donc fermée bornée. Comme @ est également continue, on en
déduit que X est fermée bornée dans E.

3) Soit (u,) une suite de Cauchy dans E. Comme (u,) est bornée, il existe un réel r > 0 tel que la boule fermée
B (0, r) contienne {u,, n 0 N}. Or, B (0, r) est compacte (puisque fermée bornée). Donc toute suite de B (0, r)
admet une valeur d'adhérence. Or, toute suite de Cauchy qui admet une valeur d'adhérence converge. Donc (uy)

converge, et comme B (0, r) est fermée, (u,) converge dans B (0, r) donc dans E. Donc E est complet.
Remarque : un espace vectoriel normé de dimension finie (donc complet) sappelle un espace de Banach.

4) Comme F est dimension finie, il est complet (d'aprés3)). Montrons qu'dors F est fermé :

Soit (x,) une suite d'ééments de F convergeant vers un élément £ de E. Puisque (x,,) converge, elle est de Cauchy

et comme F est complet, (x,) converge dans F, donc ¢ O F et par suite F est fermé.
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Contre-exemple: il existe, en dimension infinie, des applications linéaires non continues.

Considérons I'espace vectoriel E = R[X] (qui est de dimension infinie) muni de la norme || . |l et I'application

linéaire de dérivation ¢ :

¢:RIX] — R[X]
PP

ixﬂ
n

Considéronsla suite (P,) définiesur N, par : Pn

1
On a, dune part : IPallo = . 0ooo- 0

Et d'autre part : 6Pk = IX™ ko = 1

Intuitivement, que montre ce contre-exemple ?
On sait que la dérivée du polynéme nul, c'est
le polynéme nul. Or, il existe des polyndmes
trés "proches' du polyndme nul (pour la
norme || . |l») dont la dérivée n'est pas "proche"
du polynéme nul. L'opération de dérivation

n'est donc pas continue pour lanorme || . [l

Aing, lasuite (P,) converge vers 0 pour lanorme || . |l tandis que la suite (¢p(P,,)) ne converge pas vers 0.

On en déduit que ¢ n'est pas continue en 0. (Et comme ¢ est linéaire, ¢ n'est continue en aucun point de E)

2.3. Caractérisation dela dimension finie par une propriété topologigue

Théoréme de Riesz

Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Alors:

E est dedimension finie - Laboule fermée unitéB (0,

1) est compacte

Démonstration :
Preuvede"=" :

Supposons E de dimension finie.

Comme la boule fermée B (0, 1) est fermée (image réciproque du fermé [0, 1] par I'application norme qui est

continue, puisque E est de dimension finie) et bor née (clair) donc elle est compacte.

Preuvede"O":

Lemmel

Soit (E, N) un espace normé.

Soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension finie.
On note d la distance induite par N.
Alors: OaOE, [bOF, Na-b)=d@a F)

Démonstration du lemme 1 :

Comme F est de dimension finie, F est fermé dans E.
Soita 0 E.

SiaOF, onchoistb=a.
SialOF,adorsF étant fermé, a0 F . Donc: d(a, F) >0
D'aprés les propriétés de la borne inférieure, il existe une suite (by)
délémentsde F telle que N(a - by) opop. d(a, F) :

OeORY, 0y ON,OnON, (n>ny = [N(@@a-b,) - d(a, F)| < €)

En particulier avece=1:

On rappelle que:
d(a, F) = irj]fF{ N(a- x)}

(Cette borne inférieure existe bien car
I'application fa: F — R,x > N(a-Xx) est
continue car F est de dimension finie)

hyON,OnON,(n>ny = N(a-by) <1+d(a F))
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Mais d'aprés I'inégalité triangulaire renversée :
IN(2) = N(b)[ < N(a - by)
Dou: [hyON,OnON,(n=ny = |N(b,) -N@)|<1l+d(a F) = 0<N(b,) <N(a)+1+d(aF))
La suite (b,) est donc bornée dans un espace de dimension finie. D'aprés le théoréme de Bolzano-Welerstrass, on
peut en extraire une sous-suite (bg(m) convergeant vers un certain éément b.

Et comme F est fermé, b O F.

Onavuque: N(a - by) opop- d(@, F)
Donc, on a également : N(a = by() opop- d(a, F)
Et par continuité de N : N(a-b)=d(a F)
Lemme 2

Soit (E, N) un espace normé de dimension infinie
Soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension finie.

On note d la distance induite par N.

Alors: xOB(0,1),d(x, F)=1
Démonstration :
Soita O E\F.
D'apréslelemmel: (bOF,Na-b)=d(a F)
Commea O E\F, d(a, F) est non nul. Posons :

_ a-b

N(a-h)
Il est clair quexd B (0, 1).
D'une part, comme OO F, ona:
dix, F) <d(x,0) S N(X) <1 (v
D'autre part, pour tout y [0 F, on peut écrire :
x—y:ﬁ ouv=b+N@-bydF

Ainsi : N(x-y) = :E::;;: :((:,,I\:/)) =1 carvOF
Par passage alaborne inférieure, on obtient :

dix, F) =1 2

D'aprés (1) et (2), on déduit : dix, F)=1

Ce qui prouve le lemme 2.

Venons-en maintenant a la démonstration de I'implication "0 " . Raisonnons par contraposition.
Supposons E de dimension infinie.

Soit e, OB (0, 1). On pose F; = Vect(e,).

Alors, il existee, 0B (0, 1) tel que d(e,, F1) = 1. Puis, on pose F, = Vect(ey, &,).

Alors, il existee; 0B (0, 1) tel que d(es, F,) = 1. Puis, on pose F; = Vect(ey, &, €).

Et ains de suite.

Comme E est de dimension infinie, on construit ainsi une suite infinie (e,) telle que :
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0G,1),(#] = N -¢) >1)
Il sera donc impossible d'en extraire une sous-suite convergente.
Donc B (0, 1) n'est pas compacte.

On conclut par contraposition.

On dispose donc d'un "critére" pour savoir i un espace vectoriel normeé est de dimension infinie:

Exemple : E =C([0, 2], C) muni de la norme de la convergence uniforme:

Of OE Iflk = sup |£(x)|

x[0, 2m

On considére lastite (f,) de fonctions de E définies par f(x) = €™.
Onal|f,| =1, donc les f,, sont éémentsde B (0, 1).

e™ —P|=2car:

)

Or ||fn = follo = sup
xa[0, 2

il

einx _ eipx = e

2N of(m)] 5

Donc g™ - g™ —dP|=2.

=2 co{(n;zpj x} et ,(particulariser x=0), sup

xJ[0, 2m]
Comme on a [|fn — foll = 2, il est impossible d'extraire une sous-suite de (f,) qui converge pour || . |, donc

B (0, 1) n'est pas compacte et E est de dimension infinie.
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