PARTIES CONNEXES DE R. FONCTIONS CONTINUES SUR UNE TELLE PARTIE.

l. Notion de connexité dans un espace topologique

[.1. Définition
Soit (X, T) un espace topologique.

On peut aussi donner cette
définition dans le cadre des
espaces métriques.

X est dite T-connexe si les seules parties de X alafois ouvertes et fermées sont [ et X, | Ondiraquune patie Adun
espace métrique (X, d) est

Une partie A de X est dite To-connexe si elle'est pour latopologie T, induite par T. connexe si les seules parties
N ouvertes et fermées de A sont
On convient que O est connexe. OetA

Lorsguil n'y a pas d'ambiguité sur la topologie (ou la métrique), on dit ;: "X est connexe" au lieu de "X est T-

connexe)

|.2. Exemples:

* (X, T)ouT est latopologie grossiere (T ={0 ; X}) est connexe.

* (X, T)ouT est latopologie discréte (T = O (X)) n'est pas connexe (sauf i X est réduit a un seul éément).

» L'espace métrique (N, | . |) n'est pas connexe. (Tout singleton est fermé).

» L'espace métrique (Q, | . |) n'est pas connexe car |- ; V2 [ n Qestalafoisouvert et fermé dans Q. (En
effet, |—oo V2 [ est ouvert dans R, donc [ ;\/E[ n Q est ouvert dans Q. D'autre part, ]—oo ;\/E[ nQ
peut sécrire comme une intersection infiniedefermésde Q : N J-w;q] n Q)

h
» Dansunev.n., lesboules (ouvertes ou fermées) sont connexes (car connexes par arcs)
» L'espace métrique (R, | . |) est connexe. (Voir ci-dessous)

» L'intersection de deux connexes n'est pas connexe en général.

|.3. Proposition Caractérisation pratique de la connexité
Soit (X, T) un espace topologique.
» Xest T-connexe (ou connexe) si et seulement s :
X =0, 0 O, 000, et O, sont des ouverts digoints = O, ou O, est vide
» Unepartie Ade X est Ty-connexe (ou connexe) si et seulement s :

A=0,0 0,00 0; et O, sont des ouvertsde A digoints = O; ou O, est vide

Autrement dit, X est connexe Sil n'‘existe pas de partition de X en deux ouverts digoints non vides.
Démonstration :

Il est clair que le deuxiéme point entraine le premier (en choisissant A = X). Démontrons le deuxiéme point.
Soit A0 O (X).

Supposons A connexe non vide (sinon I'implication est évidente)

Supposons : A=0; 00,000, et O, sont des ouverts de A digoints.

Comme A est connexe, les seules parties ouvertes et fermées de A sont [ et A.

Or, O, est un ouvert de A mais également un fermé de A (puisque complémentaire dans A de I'ouvert O,)

De méme, O, est ouvert et fermé dans A.
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Comme on ne peux pas avoir O; = O, = A (puisgue O; et O, sont disjoints et que A # [1), on a nécessairement O,

ou O, vide.

Réciproquement, supposons :
A=0,0 0, 0u O et O, sont des ouvertsde A digoints = O; ou O, est vide
Soit B une partie de A ouverte et fermée. Alors, A\ B est également ouverte et fermée.
Comme A =B [0 (A\ B) est une partition, on déduit :
B=0O ou A\B=0
B=0 ouB=A

Les seules parties de A ouvertes et fermées sont donc [ et A. Donc A est connexe.

|.4. Remarque : on aune caractérisation similaire en remplagant "ouverts' par "fermés".

1.5. Exercice : une union de connexes dont |'intersection est non vide est connexe :

Sait (A)i oy une famille de parties connexes d'un espace topologique X telleque: 1 A # O (et donc A # O)
igl

Notons A= U A . Raisonnons par I'absurde.
il

Si A n'est pas connexe, il existe O, et O, des ouverts non vides digoints de A tels que :
A=0,00,

On remarque que, pour touti O | :

ANO)OANO)=AN (O, 00)=ANnA=A (car A TA)
Or, A n O, et A n O, sont des ouverts digoints dans A;.
Comme A est connexe, ona: Ain O;=0 ouA n O,=0.
S ANnO;=0dorsA=A n O, douA 0O,.
Deméme, ss A n O, =0 dorsA 0O;.
Soit I, O 1 I'ensemble desindicesi telsque A 0 O; etl, 01 I'ensemble desindicesi telsque A; O O..

Onaadors: NAOO, e NADO
iol, i,
Donc NA=NANn NAOONO,=0
il iol, i,

D'ou une contradiction.

Donc A est connexe.

[.7. Remarques:
» Laréunion de deux connexes peut étre connexe méme sils sont digjoints. (]—co ; 0] O ]O ; +oof).

» L'exercice ci-dessus peut étre étendu de la fagon suivante : soit (A,), oy Une famille de connexes tels que :

OnON", Apin Ayz0. AlorsA= U A, est connexe. (Raisonner par récurrence avec la suite croissante de
nON

n
connexes (B,)) définiepar : B,= U A=B1 O A)
i=0
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|.8. Proposition
Soit (X, T) un espace topologique et A une partie de X.

(A connexe et AOBOA)= Bconnexe

Démonstration :
Lasituation incite a utiliser des fermeés.

Soit B=F; O F, ot F; et F, sont des fermés digoints de B.

Onaadlors: A=FinAOFnA

ouF;n AetF, n Asont desfermésdigointsde A
Comme A est connexe : FinA=0 ou Fon A=0
Par passage a I'adhérence : Fin A=0 ou F,n A=[
EtcommeBO A: FinB=OouF,nB=0
Et comme F; et F, sont inclusdans B : Fi=0ouF,=0

Donc B est connexe.

En particulier, si A est connexe aors A est connexe (prendre B = A)

Il. Connexité et continuité

[1.1. Théoréme

Soit (X, T) un espace topologique. On a équivalence de :

1. Xest T-connexe.

2. Touteapplication f : (X, T) - {0; 1} (muni de latopologie discréte) continue est constante.

Démonstration :

Montrons1 = 2:

Supposons X connexe.

Soit f : X - {0; 1} une application continue.

Donc I'image réciproque d'un ouvert est un ouvert. (Et I'image réciproque d'un fermé est un fermé)

Or, lessingletons { 0} et { 1} sont fermés mais également ouverts (puisgue complémentaires d'un fermé)

Donc f({0}) est ouvert et fermé. De méme f*({1}) est ouvert et fermé.

Comme X est connexe, on a nécessairement : £ ({0}) = 0 ou X. Deméme, f({1}) =0 ou X.

Or, lesensembles f({0}) et f*({1}) forment une partition de X.

Donc, I'un est égal a0 et l'autre est égal a X.

Ce qui signifie que f est constante sur X.

Montronsnon1 = non 2 :

Supposons X non connexe. || existe alors des ouverts O, et O, non vides et digointstels que:
X=0,00;,

Montrons que I'on peut construire f : X — {0; 1} continue mais non constante.

1s xO
Il suffit de poser, pour tout x 0 X : f(x) = ) %
0s xOO,
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Il est clair que f est non constante (car O, et O, sont non vides)
Cependant, f est continue. En effet :
f({0; 1}) =X (ouvert)
f(0) = O (ouvert)
f({1}) = O1 (ouvert)
f{0}) = O (ouvert)
L 'image réciprogue de tout ouvert est un ouvert, donc f est bien continue.
On adonc bien : non 1 = non 2. Doy, par contraposition, 2 = 1.

Le théoreme est donc démontré.

[1.2. Théoréme Image d'un connexe par une application continue
Soient (X, T) et (Y, T') des espaces topol ogiques.

Soit f : (X, T) - (Y, T') une application continue.

Si X est T-connexe aors f(X) est T'-connexe.

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin d'un petit lemme:

[1.3. Lemme
Soientf:E - F et g: F - Gdesapplications.
Si f est surjectiveet s g o f est constante alors g est constante.

Démonstration du lemme :

Commeg o f est constante : (kOG,OxOE:gof(x) =k

Pour tout y [0 F, on peut trouver x dans E tel quey = f(X) (puisque f est surjective).
Onaadlors: o) =9(f(x)) =go f(x) =k

Donc g est constante.

Démonstration du théoréme 1.2 :

Supposons X connexe.

Soitg: f(X) - {0; 1} continue. Alorsg o f est continue sur X.

Comme A est connexe, on déduit du théoreme I1.1. : g o f constante (sur X)

Or, f définit une surjection de X sur f(X). D'aprés le lemme, on déduit : g constante (sur f(X))
Toute application continue g de f(X) dans{0; 1} est donc constante.

Du théoreme 11.1, on déduit : f(X) connexe.

Démonstration directe du théoreme 1.2 :

Soit wune partie non vide de f(X) alafois ouverte et fermée dans f(X). Montrons que w= f(X).
Donc, f éant continue sur X, f~*(w) est ouvert et fermé dans X.

Comme X est connexe et f(w) # O (puisque west une partie non vide de f(X)) , ona f (w) = X.
On peut donc écrire : OO = f(f (W) DwO f (X)

Ce qui prouve que: w= f(X)

Les seules parties ouvertes et fermées de f(X) sont O et f(X) donc f(X) est connexe.
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I1.4. Remarque : c'est faux pour I'image réciprogue. (L'image réciproque du connexe [1 ; 4] par la fonction
"carré' est [-2; -1] O [1; 2] qui n'est pas connexe puisque union digointe de deux fermés (ou ouverts) non

vides)

[1.5. Exemple: f : X — Y homéomorphisme. On a: X connexe « Y connexe. Ceci prouve que la connexité est

une notion topol ogique (invariante par homéomorphisme)

lll. Connexes de R.

[11.1. Théoréme | est un intervalle (non vide) de R ssi :

Soit | une partie de R. | est connexe < | estunintervalle O@b) 013 a<b{ta<t<b} Ol

Lethéoréme est évident si | est vide ou réduit & un point. On suppose, dans ce qui suit, que ce n'est pasle cas.

Sensdirect : démonstration par contraposition

Si | n'est pasunintervalle, alorsil existeaet bdansl telsquea < bet{t,a<t<b} OlI.
Doncil existectel gquea<c<betcOl:
Onaadlors: [=(Q-co;c[n1)O(c;+o[ n 1)

ou]-co;c[ nlet]c;+eo[ n | sont desouverts digoints non videsde |

Donc | n'est pas connexe.

Sensréciprogue : démonstration 1 en utilisant 11.1

Soit | unintervalle. Soit f: 1 — {0; 1} continue. Montrons que f est constante.

Soient aet b dans| aveca<b. Ona: f(f(a)) est ouvert et fermé dans|.

Soit B= f(f(a)) n [a; b]. (B est I'ensemble des points de [a ; b] qui ont méme image que a)

Evidemment, B est fermé, non vide (contient a) et majoré (par b). Posons ¢ = sup B.

Comme ¢ 0 B (puisgue B est fermé), on a: f(c) = f(a).

D'autre part, f(f(a)) éant ouvert et contenant c, il contient une boule ouverte Jc — r ; ¢ + r[ pour un certain
r>0.

Sic#b, aorsil existex tel quec<x<betx 0 f(f(a)). Ceci est contraire &la définition de c.

Doncc=h. D'ou f(a) = f(b) et donc f est constante sur |.

Dell.1. on déduit : | est connexe.

Sensréciproque : démonstration 2 en utilisant 1.5.

On montre déjal'implication dans le cas des intervalles fer més bor nés.
On raisonne par |'absurde.
Sait | =[a; b].
Si | est non connexe, aors:
I =F;0F, ouF,etF,sont desfermésdigoints et non videsde .

Comme | est borné, on peut poser i =inf Fy et s=sup F;. (Onadonci O F; et sO F, car F, est fermé)

i Fy S
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Si i > a, aorsen considérant la suite (x,) définie par x, =i — H,ona: (INON telque:n=N = x,>a.

(X)n > n €st donc une suite d'ééments du fermé F, qui converge versi. Donci O F,, ce qui est impossible car F;
et F, sont digoints.

Donci =a.

On montre, de méme ques=h.

Mais en raisonnant avec F,, on montrerait de méme queinf F, =aet sup F, =b.

Or, ceci est impossible car F; et F, sont digoints.

Donc | est connexe.

Ensuite, si | n'est pas un intervalle fermé borné, il suffit de remarquer qu'on peut toujours I'écrire comme une
union dintervalles fermés bornés emboités. Par exemple :

[a;+o[= U [a;n]
nONY

Lesintervalles[a; n] sont connexes, et leur intersection (pour n 0 N*) est non vide.

D'aprés|.5., on déduit : [a ; +oo[ connexe. Idem pour les autres types d'intervalles.

En particulier, R est connexe.

[11.2. On adonc une particul arisation du théoréme 11.2

| Soit A0 R. Soit f: A - R continue. L'image, par f, d'un intervalleest un intervalle.

[11.3. Remarque : on peut se demander si la condition "l'image, par f, de tout connexe est connexe" entraine la

condition " f continue”. C'est faux. Considérer I'application f définie, sur R, par :

sinlsj xz0
f(x) = X (oA O[-1; 1))
As x=0

f est non continue en O, et pourtant, pour tout intervalle | contenant 0, ona f(l) =[-1; 1].

Cependant, s f est monotone ...

[11.4. Théoreme Condition suffisante pour qu'une application monotone soit continue.
Soit | unintervallede R. Soit f : | - R une application monotone sur | telle que f(I) soit unintervalle.

Alors f est continue sur I.

Démonstration :
Supposons f croissante sur | borné. Soit X, un point intérieur al.

Montrons, tout d'abord, que f admet une limite & gauche et une limite a droite telles que:

lim f() < f(xo) < lim, f(x)

X - Xg

Soit A={f(X) | x>xetxOI}
Comme X, est un point intérieur al, A est non vide.

Comme f est croissante sur |, A est minorée par f(xo).

Donc A admet une borne inférieure £ qui vérifie £ < f(X). Montrons que £ = f(X").
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Par définition de laborne inférieure :

DeORY, yOAtel quel <y</l+eg

Soit x; O | tel que f(x,) =y. Ainsi : L<f(x)<tl+eg

Or, f est croissante sur |, donc :

OXOl:(x>x>% =L <f(X) < f(X) < f(X)<L+¢)
Résumons : Oe O RY, 0 O RY(asavoirn =x, —xo) tel que: (x—xo<n = |f(x) — £ <€)

Cequi signifieque £ = lim f(x). Onadonc f(xo) < lim f(X).
X=X

X Xg

On démontre, de méme, que lim f(X) < f(Xo).

X = Xo
Les autres cas (f décroissante, | non borné, X, sur un bord de 1) se démontrent de maniére analogue (a la
disposition des inégalités pres).
Montrons, pour finir que f est continue sur |.

Soit X [0 1. On sait d§aque : lim f(X) < f(xo) < lim f(x)
X - X

X=X

S lim f(x) < lim f(x), aorsil existe un réel ydans f(I), y # f(xo), tel que: lim f(x)<y< lim £(x).
X = Xg X — X

X = Xg X = Xg
Or, f étant croissante sur |, pour tout X < xo, X dans |, on a f(X) < f(Xg) <y €t pour tout X > Xo, X dans I, on a
f(X) = f(x) >y. Donc il n'existe pasde x dans| tel que f(x) =y. Absurde, car f(1) est unintervalle.

Donc lim f(X) = lim f(X), cequi signifie que f est continue en Xo.
X = Xg X - Xo

Ce raisonnement étant valable pour tout Xy intérieur al, f est donc continue al'intérieur del.
Si %o est un extrémité de |, on raisonne avec de simples inégalités au lieu d'encadrements.

Donc f est continue sur I.

[11.5. Théoréme Valeursintermédiaires
Soient (X, d) un espace métrique connexe.
Soit f : (X, d) - (R, |.]) une application continue.
O(a; b) O X telsque f(a) < f(b), DA O [f(a) ; f(b)], Cc O X tel que f(c) = A

Démonstration :

Comme X est connexe, f(X) est connexe. C'est donc unintervalle | de R.
Evidemment, f(a) O f(X) et f(b) O f(X).

Comme f(X) est unintervale: [f(a) ; f(b)] O f(X) d'ou le théoréme.

IV. Applications

IV.1. Théoréme Point fixe
Soit f une fonction continue sur un intervalle | =[a, b].

Si f(1) O, dors f admet (au moins) un point fixe sur I. (1l existe (au moins) un réel x del tel que f(X) = X)
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Démonstration :

Considérons lafonction g définie sur | par g(x) = f(X) — x.

Montronsque 0 O g(l) :

Onag(a) = f(a) —atg(l) et g(b) = f(b) -~b O g(l).

Or,comme f(I) Ol,onaf(a) = a e f(b) <b, cest-adireg(a) < 0 et g(b) = 0.

D'apres e théoreme des valeurs intermédiaires, il existeunréel x 01 tel que g(x) = 0, c'est-a-dire f(X) = x.

IV.2. Théoréme de Darboux

Soit | unintervallede R (non vide et non réduit & un point)
Soit f une application dérivable sur |.
Alors f' vé&ifielapropriété des valeursintermédiaires:

O(a; b) O 1 f' prend toute valeur intermédiaire comprise entre f'(a) et f'(b)

Note: f' n'est pas, apriori, supposée continue !
Démonstration :
Lethéorémeest évident si f'(a) = f'(b). Pour la suite, on suppose f'(a) < f'(b).

Considérons les deux fonctions :

o:1 - R ¢o:1 - R
f)-1@) gy 24 FO=10) 4y 21
X > X—a X > x—b
fl(@six=a f'(b)six=b

Notonst = M.
b-a

¢ est continue sur | donc prend toutes les valeurs intermédiaires entre ¢(a) = f'(a) et ¢(b) =t.

De méme, @ prend toutes les valeurs intermédiaires entre @¢(a) =t et ¢(b) = f'(b).

Soit A comprisentre f'(a) et f'(b).

Distinguons deux cas.

Cas1: A comprisentre f'(a) ett.

Doncil existe x dans[a; b] tel que d(x) =A .

D'aprés |e théoréme des accroissementsfinisappliquéa f sur]a;x[,ona: [ O]a; X : f'(c)=¢(X) =A
Cas2: A comprisentret et f'(b).

Doncil existe xdans[a; b] tel que @(x) = A .

D'aprés |e théoréme des accroissementsfinisappliquéa f sur]x; b[,ona: [ O]x;b[: f'(c)=@X) = A

D'oul le théoréme.

IV.3. Corollaire
Soit | unintervallede R (non vide et non réduit & un point)
Soit f une application dérivable et convexe sur |

Alors f' est continue sur I.

Partie connexes de R. Fonctions continues sur un connexe Page 8 G. COSTANTINI



Démonstration :
Comme f est dérivable et convexe sur |, on déduit : f' croissante sur |.
En outre, d'aprés le théoréme de Darboux, f'vérifie la propriété des valeursintermédiaires.

Et d'aprésllil.4., f'est continue sur |.
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