SUITES DE FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE :
DIVERS MODES DE CONVERGENCE

Remarques générales

Il faut équilibrer, tant dans les exemples que les applications, les divers modes de convergence et ne pas réduire
cette lecon & un exposé sur la convergence simple et la convergence uniforme.
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1. Divers modes de convergence

a) Définitions

Soient (f) une suite de fonctions définies sur un intervalle I, et f une fonction définie st if @& valeurs dans

R ouC). On peut définir la convergence dg) fers f en divers sens :

» Convergence simplelx 01 r!irro1ofn(x) =f(x).

0o, & O
« Convergence au sens de Cesa[%:Jr—l;fk [converge simplement vers f.
O = U

- Convergence uniforme De>0 [hyON Onzn, OxOl |f (x)-f(x)|<e. Si on se restreint a
I'ensemble des fonctions bornées sur |, la convergence uniforme est définie par Ieﬂfﬂgmﬁljp If].

+ Convergence compacte : Pour tout compact K dg)le@inverge uniformément vers f sur K.

» Convergence en moyenne d'ordre (fh) (on suppose | = [a,b] et lesdt f intégrables au sens de Riemann

b P
sur [a,b]) : lim I |fn —f| =0. Si on se restreint a 'ensemble des fonctions continues sur [a,b], la convergence
n-o Jja

b /p
en moyenne d'ordre p est définie par la noifiig = @[ |f|p§1 .
a

b) Liens entre les différents modes de convergence

I quelconque I =[a,b]
\convergence uniforrde \ convergence uniforrﬁe
a 0
| convergence compadte | convergence en moyenne d'ordrg p
a 0
| convergence simple | convergence en moyenne d'ordre g, avec g/< p
0

| convergence au sens de Cesaro

Toutes les autres implications sont fausses (voir contre-exemples ci-dessous). Il y a cependant des cas usuels ou
la convergence simple entraine la convergence uniforme :

Theorémes de Dini : Soit {f convergeant simplement vers f sur [a,b].
(1) Si les f et f sont continues et si pour tout x de [a,b], la sujié)f est croissante, alors jfconverge

uniformément vers f sur [a,b].
(2) Sif est continue et si legdont croissantes, alorstonverge uniformément vers f sur [a,b].




c) Exemples et contre-exemples

2
*Ex1:1=R, f (x)= gnTxl (CS surR vers la fonction nulle, CC si®’, mais pas CU stR, ni surR").
n°x" +

*Ex2:1=R, f,(X)= %ﬁ%m (CS sumR vers exp, CC - théoréme de Dini - mais pas CUR3ur

*Ex3:1=10, 1], f(x) = x" (CM et CMQ vers la fonction nulle mais pas CU ; CS vers une fonction presque
partout égale a la fonction nulle).
*Ex4:1=10,1],f ,(x)= SN (n=2) (CM vers la fonction nulle, mais pas CMQ).
vinn x+1
n

«Ex5:1=10, 1], f(x) = n’x pour x[ [0, %] f,(x) = - rfx + 2n pour x [%%] et f,(x) = 0 pour x[J [%1]
(n=2) (CS vers l'application nulle mais ni CM ni CMQ).

*cEx 6:1=]0, 1] ; sinestpair ;(x) =-nx +1 sur[O, %] etf,(x) =0 sur[%,l] ; Si n est impair :

faX) =nx-n+1 su{l—i,l] etf,(x)=0 sur[O,l—%] (n=1) (CM et CMQ vers la fonction nulle mais pas CS).

n

2. Exemples d'utilisation des différents modes de convergence
a) Problémes d’interversion de limites

Si (f,) converge compactement vers f et si |esdnt continues, alors f est continue.

Si (f) converge simplement vers f, si lgssbnt dérivables et si (j converge compactement vers g, alors f est
dérivable et f = g. Application : exp est dérivable et égale a sa dérivée.

Si (f,) converge uniformément vers f sur [a, b] et si lessént intégrables, alors f est intégrable et

b b
lim( f =(f.
naooj-a n Ia
b) Approximation sur un segment

Si f est continue sur [a, b], il existe une suitg (fe fonctions en escalier convergeant uniformément vers f.
Conséquence : f est intégrable sur [a, b].

Si f est continue sur [a, b], il existe une suitg fe fonctions continues affines par morceaux convergeant

uniformément vers f. Conséquence : L’ensemble des fonctions continues affines par morceaux est dense dans
C%([a, b]) pour la norme uniforme, donc aussi pour la norme de la moyenne d’ordre p.

c) Séries de Fourier

Soit f une fonction périodique continue par morceaux et sgjtl§Ssuite des sommes partielles de sa série de

Fourier. Alors :
* (S,) converge vers f en moyenne quadrati(fhéoreme de Bessel-Parseval)

* (S,) converge au sens de Cesaro vers la fonctien%<[f(x+0) + f(x-0)] (théoreme de Fejer)
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