Lecon 220 : Définition de 'exponentielle complexe et des fonctions trigonométriques, nombre 7

Prérequis : séries entieres

[) Définition de I’exponentielle
complexe

Propriété 1.

s Y z
La série entiére E 7' a un rayon de convergence
n:

Définition 1.
00 on
vz € C, exp(z):z:o )
n=

Théoréme 1.
Y(21;22) € C?, exp(z1 + 22)=exp(z1 )exp(z2)

Définition 2. e = exp(1)

Notation :
Compte tenu de la propriété 3 et de la définition 2,
on peut noter exp(z) = e*

Corollaire 1.
i)VzeC, onae”#0 et
i) Vn € ZNVNz € C, on a (e

i
Ay

Propriété 2.
VzeC, e? =é*

Théoréme 2.
i) la fonction exponentielle est sa propre dérivée :
eap’(z) = exp(z)

i1) la restriction de la fonction exponentielle a
l’aze réel est une fonction positive strictement crois-
sante et € — oo quand x — oo, ¥ — 0 quand
xr — —00

Propriété 3.

VzeC, | e | = eRe®)

Corollaire 2.

VzeC, (|| =1< z€iR)

Théoréme 3.

2z — exp(z) est un morphisme surjectif continu
du groupe (C,+) sur le groupe (C*,z).

IT) Nombre 7

Définition 3.

= et tel

que €* =1 si et seulement si Py est un entier relatif.
i

11 existe un nombre positif w tel que e

Théoréme 4.

i) la fonction exponentielle est périodique de
période 27i

i) Uapplication t — € est une surjection de
Uaze réel sur le cercle unité.

i11) Pour tout nombre complexe w # 0, il existe
un nombre complexe z tel que w=e*

exemple 1 :
Soit f: x — x sur | — m; 7| de valeur 0 aux bornes
2

donnei):oi—7T
= —
—mn 6

3) convergence simple

Théoréeme 5 (Th de Dirichlet).
Soit f : R — C wune application 2m-périodique
de classe C* par morceaux. Alors, pour tout réel x,

Jim S,(H)@) = () + £7)

Corollaire
Si f € Dy (R,C) est de classe C' par morceaux, la
série de Fourier de f converge simplement vers f.

exemple 2 :
Caractérisation des fonctions f 2r-périodique de

classe C' telles que / f)dt =0et | fll2 =12
0

exemple 3 :
Soit f 2w-périodique, impaire et telle que
vVt €0, 7, f(t) =1et Vn €Z, f(n) =

Zeon+1 4

4) convergence normale

Propriété 4.

Soit f : R — C wune application continue 27-
périodique de classe C* par morceauz. Alors, la série
de Fourier de f converge normalement vers f.

exemple 4 :
Soit f: R — C telle que f(t) =

+oo 1
aut — 7
v nz::l 4n? —1

|cos(t)|, combien
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