DERIVABILITE DE LA SOMME D’'UNE SERIE
DE FONCTIONS DE CLASSE CL. APPLICATIONS.

Remarques générales

* Programme : “Intégration terme a terme d’'une série uniformément convergente de fonctions continues sur un
segment ; application & la dérivation terme & terme d’une série de fonctions de tlasse C

* Le contenu de ce sujet étant assez réduit (un seul theoréme), de nombreux exemples et applications semblent
indispensables pour lui donner du corps.

Plan

Toutes les fonctions considérées sont définies sur un intervall&kl etea valeurs dans un espace vectoriel
normé E suR ouC de dimension finie (donc complet). On suppose connues les généralités sur les séries de
fonctions (convergences simple, uniforme, normale).

1. Dérivation terme a terme d’'une série de fonctions

a) Le théoréme de base

Soit f, une série de fonctions de classes@r | convergeant simplement sur | vers une fonction f.
Si la série des dérivést,’1 est uniformément convergente sur |, alors f est de cldsserCet pour tout x del,

PO =3 f1(x).

n=0

b) Raffinements

Soit} f, une série de fonctions dérivables sur | telle que :
(i) la serie} f,(x,) converge pour un poingxie | ;

(ii) la série des dérivées fr’] est uniformément convergente sur tout compact inclus dans I.

Alors :
(i) la sériey f converge simplement sur | vers une fonction f, la convergence étant uniforme sur toute partie

bornée de | ;
(ii) f est dérivable sur | et pour tout x de I, f(x) E f,'](x).

n=0

c) Exemples
* Lafonction{:x > Y ix est indéfiniment dérivable sur J1sfet on aZ(P (x) = > (_1)pr§+n)p
n=1 n=1
e La fonction F: X — nZO 1+mrx]2 est continue suR et dérivable suR\2rZ. Elle n'est pas dérivable en 0.
* La fonctionf:(x,y) — n;)% est de classe!GurR x R*™".

2. Applications

a) Etude des variations d’une fonction définie par une série



exp(—nx
B

2
Exemple étudier la fonctionf ;: x — 2 ) (monotonie, convexité ...)

n=1

b) Séries entiéres

La somme f(x) =2 a,x" d’'une série entiere est une fonction indéfiniment dérivable sur son intervalle de
n=0

!
convergence et on&” (x) = Y ﬁ ax"P.
n=p P):

Application 1 :les fonctions x- €, x — €, cos, sin sont indéfiniment dérivables Bur

Application 2 :obtention des développements en série entiére des fonctiohsicds tan?, ch?, sh?, thl en se
ramenant par dérivation terme a terme a celui de g+x)°.

Application 3 :résolution d’équations différentielles. ExempleZ {x)y” + (x + 4)y’ - 4y = 0.

¢) Calcul de la somme d’'une série de fonctions

. - —x2 . .

Exercice 1 :Montrer que la serl§ nxe ™" est uniformément convergente sur tout compad® @¢ calculer sa
n=0

somme.

n

Exercice 2 :Montrer que la série entiéE 4n
nz0 ~2n

I'équation différentielle 2(x - Ry’ - (2x + 1)y = - 1. En déduire sa somme.

x" est solution, sur son intervalle de convergence, de

d) Exponentielle d’une matrice, systémes différentiels linéaires

n
On deéfinit 'exponentielle d’'une matrice M de {C) par exp(M) :z % (série absolument convergente donc
nz0

convergente).

‘ L’'application g :R -~ M_(C) , t— exp(tM) est dérivable sir et g'(t) = M exp(tM) = exp(tM) M.

Application :la solution du systeme différentiel linéaire homogene a coefficients constants X' = MX telle que
X(tg) = X, est X(t) = exp[(t -HM]X .
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