FONCTIONS CONVEXES D'UNE VARIABLE REELLE

|. Définition

[.1. Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle |. On dit que f est convexe sur | lorsque :
Ox,yOlL,ONDO[0; 1], fAX+ (L =ANY) < Af(X) + Q- f(y)

Lorsgue I'on al'inégalité dans |'autre sens, on dit que f est concave sur |.

Si l'inégalité est stricte, on parle aors de stricte convexité ou concavité.

Notons que f est concave sur | si et seulement si —f est convexe sur .

Remarquonsquesi x=yousi A =0ou) =1adorslinégaité f(Ax+ (L= A)y) < Af(X) + (1 = A)f(y) est triviale.

Illustration dans e cas d'une fonction concave : la courbe est au dessus de toute corde.

fy)

fAX+(1-M)y)
Af() + (1= A ()

f&)

/ X AX + ('1— Ay y

» Lafonction f : X > [x| est convexe puisque d'aprés l'inégalité triangulaire : AX + (1 = A)y| < AX| + (1 = Ay

Exemples:

« Lafonction f : x = x? est convexe. En effet :

M)+ (L =NFH) = FAX+ (L= Ay) =AxZ+ (L= A) y? =2 X = 2A(L = Ay = (1-A)% y?

=SAL-N[XP-2xy+ Y] = AL -N) (x-y)?>=0

» Lesfonctions affines sont alafois convexes et concaves.

|.2. Théoreme

Soient f une fonction convexe définie sur un intervalel, xy, ... , X, despointsde | et A4,

n
vérifiant Z)\i =1 Alors:
i=1

f{iﬂ% 3 A F06)
i=1 i=1

x1+...+an < )+ +f(X,)
n n

En particulier : f(

..., A des réels positifs

Preuve : par récurrence sur n. Laformule est vraie pour n = 2 (C'est ladéfinitionavec A; = A et A, =1 - Ay)

Considérons la propriété suivante :

n n
Ho="0Xg, o, % O 1, OAg, ... , A, O [0; 1] telsque z)\i =lona: f[z)“xi]

i=1 i=1

< Z)\if(xi)"
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Comme f est convexesur [,ona: Ox, yOI, ONO[0; 1], fAX+ (2= A)y) < Af() + (1= N)f(y)
En posant X; =X, X =Y, Ay =A et A, =1 — A\ on obtient H,.

Supposons H,, vraie pour un certain entier n = 2 et montrons que cela entraine Hp4.

n+1 n
Soient Aq, ..., Anes O [0 1] telsque Z)\i =1 PoszonsS:Z:)\i .
i=1 i=1

n+l n+l
Si S=0adors\ =0 pour tout i 0 [1; n] et donc An.; = 1. L'inégalité f[Z)\ixi] < Z)\i f(x) est aors
i=1 i=1
vérifiée puisque trivialement réduite & f(Xn1) < f(Xn+1)-
n n
Si S# 0 dorsposons pour touti 0 [1; n], w = %‘ Ainsi, ona ZUi = .Z:;% = éx S=1 ce qui va permettre

i=1
d'utiliser I'nypothése de récurrence.

f{f)\ixi] = f[i)\ixi +7\n+1Xn+1] = f(SZn:ui X +(1- S)xnﬂ] carApyy=1- zn:)\i =1-S
i=1

i=1 i=1 i=1
Et comme f est convexe (ou d'apréesH,), ona:

n+l n
f{Zm] < Sf[Zum] + (1= ) f(Xe1)
i=1

i=1

n n n
Et comme z K; =1 et H, est vraie par hypothése de récurrence, on a: f(z K xi] < zHi f(%)
=

i=1 i=1

or, SY K F6)= D A F(x)
i=1 i=1
D'ou finalement : f(nif)\ixi] < Zn:)\i (%) + Aniaf (Xner) d'OU Hpy.
i=1 i=1

Le principe de récurrence achéve la démonstration.

Lecasparticulier en résulte en choisissant Ay = A, =... =\, =

S|

2
n n
Exemple : Oxq, ..., X% O R : (Zx'] < nz:xi2 (convexité de x > x2)

i=1 i=1

Il. Différentes caractérisations

Il. 1. Caractérisation 1

Soit f une fonction définie sur un intervallel.

fN-fx) o 12 - £(y)
y-Xx z-y

festconvexesurl < [Oxvy,zOIl,x<y<z=

Preuve :
= Soient x,y,zO |l telsquex<y<z
Puisquey O ]x; 7, on peut écrire:

oy = Z7Y y-X
SAX+pz oUA= =L etp=1-A= 010;1
y=AX+ Uz OUA = —— ety — 10;1]

Comme f est convexesur |, ona:

X y z
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fy) < M) + uf(2
Ajoutons A f(y) a chaque membre, ainsi : Af(y) — Af(X) < uf(2 — uf(y)

f) - . (9~ f(y)

Soit en divisant par AL >0:
V1 A
orne 22 y= V"X gy ogon: T FX) ( fA =)
yAD'S z-X y—X z-y

0 Soient x, z[ | avec (pour fixer lesidéesx < z, le casx = z étant trivial) et soit A 0 ]0; 1.

Posonsy =Ax+pz ol =1-A. Ains x<y<z

onadonc (V;: [ ¢ f2- g D) o M fy) - 191 < W7 - )] douf(y) < M) + e,

L'inégalité étant trivialement valable lorsque A =0 ou A = 1, on en déduit que f est convexe sur |.

11.2. Caractérisation 2

Soit f une fonction définie sur un intervalle |. Pour tout o [0 | on pose ¢4(X) = %z‘((a) OxO1 \{a}.

f estconvexesur | = Oa O, ¢, est croissantesur | \ {a}

Preuve:
= Soient x, y O 1\ {a} telsque x <y. Montrons que ¢4(X) < §q4(Y)

Supposons que l'on ait x <y < a. Commey [ ]x; af, on peut écrire:

y=AX+Ua ou )\:u d10; 1 etpu=1-A= y_X[]]O;l[
a-X a

Comme f est convexe sur I, onendéduit:  f(y) < Af(X) + uf(a)
Retranchons f(a) a chague membre : fy) — f(a) < A[f(X) — f(a)]

fiy) = f(@) ()~ f(a)

y-a X—a

Pa(y) > ¢a(X)

Lecasa <x<yestanaogueetlecasx < a <yimmédiat d'aprés la caractérisation 1.

Dou(x—a<0 et y-a<0):

Bilan : lafonction ¢, est bien croissante sur | \ {a}.

O Soientx,y, zOl telsquex<y<z

Comme ¢, est croissante, on a¢(X) < ¢,(2) donc (caractérisation 1) f est convexe.

Et évidemment, ona: f est concavesur | = o O, ¢, est décroissante sur | \ {a}

11.3. Conséguences

Soit f une fonction convexesur | . Alors:
1) f admet en tout point a intérieur &l une dérivée adroite et une dérivée a gauche

2) f est continue en tout point o intérieur al.
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Preuve:
1) Soita O | . Lafonction ¢4 est croissante sur | \ {a} et bornée au voisinage de a. Elle admet donc une limite &
droite et & gauche de a (voir lecon sur les fonctions monotones). Donc f admet en o une dérivée a droite et une

dérivée a gauche et comme do(a7) < da(a’), ona fy(a) < fq(a)

2) Soita O Ie .Donc [, b0l telsquea<a<hb.
Lafonction ¢, est croissante sur [a ; o] minorée par
hq(a) et majorée par ¢q(b) :

OxO[a; o : ¢a(@) < 9a(X) < ¢a(b)

De méme sur Ja ; b], ¢, est croissante et bornée

(toujours par ¢o(a) et do(b)) :
OxOJa;b] : da(@) < dal(X) < da(b)
Bilan: OM ORtel queOxO1\{a} ona:
If() = f(a)] < Mix—al (M =sup{[pa(a)l; |da(D)}

Et comme I'inégalité ci-dessus est encore valable pour x = a, on en déduit que f est continue en a.

(En effet, Oe > 0, pour n < % X —al<n entraine |f(X) - f(a)] < Mjx - a] <Mn <¥)

Remarque : il existe des fonctions convexes non continues. (Mais les points de discontinuité sont situés sur Fr(1))
1six=0

0sixO1]0; 1]

En effet, on atoujours f(AX + (1 —A)y) =0 puisque Ax+ (L= A)yz0et Af(x) + (L - A)f(y) = 0

Par exemple lafonction f définiesur [0 ; 1] par f(X) = {

La conséquence I1.3. ci-dessus sapplique aussi aux fonctions concaves.

I1.4. Caractérisation 3

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervallel.

f estconvexesur| < f' estcroissantesur |

Preuve:

= Soient a, b 0| avec a < b. Nous savons que f est dérivable sur | donc :

f'(@ = lim ¢,(X) avec f'(a) < d4(b) puisque ¢, est croissante
f'(b) = Iing dp(X) avec f'(b) = ¢y(a) puisque ¢y, est croissante

Et comme ¢,(b) = ¢pp(a), onaf'(a) < f'(b) donc f' est croissante sur 1.

O Soienta, b,cUl aveca<b<c.

D'apreés |e théoréme des accroissements finis appliqué a f sur Ja; b[ puissur]b; c[ :
(o O]a; bf tel que f(b) - f(a) = f'(a)(b — &) cest-ardire f*(a) = ¢y(a)

(B O]b; cl tel que f(c) - f(b) = f'(B)(c — b) cest-a-dire f*(B) = n(C)

Or, f' estcroissante et a < 3 donc f'(a) < f'(B) cest-a-dire pp(a) < §y(C).
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Ains, d'apréslacaractérisation 1, f est convexe.

Et pour lesfonctions concaves, ona: f est concavesur | = f' est décroissante sur |

On a vu, que la convexité se traduit par le fait que les cordes sont au dessus du graphe. La caractérisation

suivante valable pour une fonction dérivable traduit la convexité par le fait que les tangentes sont en dessous du

graphe.

11.5. Caractérisation 4

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervallel.

festconvexesurl = OaOl,OxOl, f(x) = f(a) + (x—a)f'(a)

Preuve:

= Soita Ol etsoitxOI. Si x=a, I'inégalité est triviale.

Six>a,aors f'(a) = da(07) < do(X) car ¢4 est croissante. D'oul f'(a) < w cest-a-dire:
f(x) = f(a) + (x - o) f*(a)
Six<a,aorsdq(X) < do(a’) = f'(a)ndou %< f'(a) etcommex-a<0:

fO) = f(a) + (x-a)f'(a)

0 Soientx,y 01 avecx <y. Onadonc, par hypothese:
fy) = f)+(y=Xf"(X) et f(x) = f(y) + x=y)f'(y)
re< TOZT0 g

y—X

Donc f' est croissante et donc f est convexe.

Notons que I'inégalité est tournée dans |'autre sens en cas de concavité.

I1.6. Caractérisation 5

Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur unintervallel.

f estconvexesur | = f"(xX) = Osurl

Preuve: fconvexesur| < f'croissantesurl < f">O0surl
Et évidemment on a: f concavesur | s et seulements f" < Osurl.
Exemples:

» Lafonction exponentielle est convexe sur R.

» Lafonction In est concave sur ]0 ; +oo.

L . . T 1
» Lafonction sinus est concave sur [0 ; 1(; lafonction cosinus concave sur [0 ; E] et convexe sur [E ;1.
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* Casdesfonctions puissances: f : X > x" pour h[0]0; +oo[. f est declasse C” eton a:
") =h(h-1) x"2 Ox>0.D'ou:
fconvexe = h<OQOouh=>1
fconcave = h[O[0; 1]
Etc...
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lll. Quelques propriétés des fonctions convexes

[11.1. Propriété
Soit f une fonction définie sur R, convexe, positive et admettant deux zéros distincts t; < t,. Alors f est nulle sur

[ty; t].

Preuve:
Par I'absurde, si f n'est pasnulle sur [ty ; t] alors [ O [ty ; to] tel que f(t) > 0. Ce qui entrainerait :

0= TO-TO- 1O 50 o gy= [0 1O

< 0 ce qui contredit 11.2. (¢, croissante)

[11.2. Propriété
Soit f une fonction définie sur R, convexe et magjorée. Alors f est constante.

Preuve:

Soit M un réel tel que |f(x)| < M Ox O R.Considérons ¢(X) = M pour x O R,

Pour x> 0, on a: $o(X) < M‘Tf(o)

. §o est croissante sur R” donc admet une limiteen +co et lim ¢o(X) < O.
X — +0o

Pour x< 0, ona: ¢g(x) = M= © . §o est croissante sur R donc admet une limiteen —co et lim §o(x) = 0.
X X - —00
Donc ¢ est nullesur R” et, par suite, f(x) = f(0) Ox O R : f est constante sur R.
Notons que ce résultat ne subsiste pas s f est définie sur [0 ; +oo[. (f : X > 1% pour x > 0 est majorée par 1
X

et décroissante)

[11.3. Propriété
Soit f une fonction définie sur R, convexe et croissante et non constante. Alors lim f = +co.
+00

Preuve:

Puisgue f est croissante, lim f existe. S lim f=¢OR, aors lim¢y=0. Or §o(1) = f(1) — f(O) = O puisque f

est croissante. Et comme ¢, est croissante, on ¢, nulle sur R donc f constante sur R, ce qui contredit

I'nypothése. Donc lim f = +co.
+o00
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IV. Applications

, . ex - 1 . *

Démontrer que lafonction x est croissante sur R .
_ L . A -1 .

La fonction exponentielle étant convexe, on a en utilisant la caractérisation 2 pour o = 0 : ¢g(x) = doule
résultat.

. . sinx L
Démontrer que lafonction x — —— est décroissante sur ]0 ; 11.

X
sinx

La fonction sinus étant concave sur ]0 ; 1, on a d'aprés la caractérisation 2 pour a = 0 : ¢po(X) = —— d'ou le
X

résultat.

. 2 .
Démontrer que Ox 0 [0; g], —X<SnNX< X
11

Comme lafonction sinus est concave sur [0 ; 1], ona: sin(Ax+ (L = A)y) = Asinx+ (1 - A) siny
Avec X = E,y:Oet)\: ExD[O; 1], il vient: sinx > zx.

2 T T
De plus, d'apres|1.5. le graphe de la fonction sinus est en dessous de ses tangentes (concavité) :

snx<sna+(X-a)cos a

Aveca =0, il vientsinx < x.

MOY ENNES ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES
La moyenne arithmétique de n nombres réels strictement positifs est toujours au moins égale a la moyenne

géométrique de ces nombres :

X, +.. 4+X
OXq, vey X 0]0; oo 1 1220 > 0y X
n

Preuve:

Lafonction In est concave sur ]O ; +oo[ donc :

n
O Xgy eeny Xn ]0; +o0o[ € OAy, ... , A, O[0; 1] telsqueZ)\i =1 In(Axg + ..o FAX) = Addnxg + ..+ AN x,
i=1

En composant par la fonction exponentielle qui est croissante : [Axg + ... + ApX, = xfl xﬁn

- 1 . X+ +X
Enchoisissant Ay = ... =\, = oon obtient : %2 VX X,
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INEGALITE DE HOLDER

Soient p et g deux nombres réels strictement supérieurs a 1 tels que % + %: 1.

Soient également &, ... , an, by, ..., b, 2n nombres réels strictement positifs. Alorson a:

1 1
o (g )
i=1 i=1 i=1
Preuve:

Comme p > 1 lafonction puissance f : x > xP est convexe sur ]0 ; +oo[. Onadonc :

OXq, ooy Xy 0]0; +oo[ €t OAy, ... , A, O[0; 1] telsquezn:)\i =1: f[i}\ixi] < zn:)\i f(%)
i=1

i=1 i=1

n p n
[ZM] < AP
i=1 i=1

p

Zn:aih Zn:aiphq—p(q—l)

q H— H—
2 il vient ; | 1= < 4=t

3 i 3 3
i=1 i=1 i=1

En particulier pour x; = % etA =

n P n n Pt
Or, - pg+p=0 puisque%+ %zld'ou: [Z&Q] <D {Zbﬂ]
i=1 i=1

i=1
1
Puis en extrayant les racine p*™ des deux membres (la fonction u > uP étant croissante car p > 1) et en

1 1
_ n n p (0 q
remarquant que b1 i, il vient : Zaih < {Z aip] (z qu]
P q i=1 i=1 i=1
Cas particulier : pour p = q = 2, on récupére |'inégalité de Cauchy-Schwarz : < a|b > < |[a]| ||b|| (pour la structure

euclidienne usuelle de R” )

INEGALITE DE MINKOWSKI

Soitp> 1 et soient ay, ..., a,, by, ..., by 2n nombres réels strictement positifs. Alorson a:

1 1 1
[i(a +h)"]p< [Zaﬁ’] K (th]p
i=1 i=1 i=1
Preuve :

1\ P
On considere lafonction f définie sur ]O ; +oo[ par f(X) = {1+ xp] .fetdeclasseC” etona:

1 1\P1 1 1\P 1 g 1 1\P2
, : —-1 — . : 1- p —=2 = —-1 p_l —1 —
f'(X)=xP |1+xP et f'(x) = 5 xP [1+xP +xP > xP |1+ xP
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1 1\P2? 11 1 1\ P2
vy = 17D 07 U T Sl I B
f')=——="—x" |1+x 1+xP -xP |= xP [1+xP| <Ocar 1-p<0O
p

P

Donc f est concave sur ]0 ; +oo[. D'oU

H )P
O X, oy % 070 +oo[ €t DAy, ..., A\n 00 1] telsqueZ)\ =1: 1+[Z)\ &] > Ai[1+>qp]
i=1 1

p

1 1 p
Cc'est-a-dire: 1+(Zn:)\ixi] P > i[)\ip +()\ixi),13]
i=1

i=1

Soient dlors ay, ... , @, by, ... , by 2n nombres réels strictement positifs. Posons :

S= Za,p et =& (ams i?\izl)etxi::%;
i=1
\° P
D'ou: 1+( y Q—Sp]p = 3 il+il
i=1 =ilgp  op

1
1 n E n
En multipliant tout par S, il vient : | SP +(qu] > 2(31 +q)p

Puis en extrayant |es racine p™™ des deux membres, (lafonction u > uP étant croissante car p> 1) :

[Z"’“] [Zh] > (gawu) ]i

Cas particulier : si p = 2 on récupére l'inégalité triangulaire : |a + b|| < |la| + |||
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AUTRE DEMONSTRATION DE L'INEGALITE DE MINKOWSKI A L'AIDE D'UN THEOREME SUR

LA CONVEXITE DES FONCTIONS POSITIVEMENT HOMOGENES

Définition

Soit E un espace vectoriel sur R et f : E — R une application.
Ondit que f est positivement homogene s :

(OxOE), (OANORY): fOX) =Af(x)

n

Yo
Exemple: f: R = R, Xx= (X, ) Xo) F> [Z|xi|p] est positivement homogene, Cp [ ]0 ; +oo.

i=1

Théoréme
Soit E un espace vectoriel sur R et f : E —» R une application positivement homogeéne.
1) fconvexesurE = Ox,yOE f(x+y) < f(X)+ f(y)

Deplus,s f=0surE:

2) fconvexe surE < B={x0OE]|f(X) <1} convexe

Démonstration :

1) = : Soient x, y J E. Comme f est convexe, on a: f(%x+ %y) < %f(x) + %f(y)

Et comme f est positivement homogene, il vient f(x +y) < f(X) + f(y)

O :Soientx,yOE,etA,u0[0; 1] telsqueA + u=1.

Par hypothése, ona: f(Ax + py) < f(AX) + f(Ly)

Et comme f est positivement homogéne : f(AX + Hy) < Af(X) + pf(y), donc f est convexe sur E
2) = Soientx, yOB,etA,u0][0; 1] telsqueA + u=1.

Par hypothése, ona: f(Ax + py) < Af(X) + 1uf(y)

Etcommex,yOB: f(AX+uy) SA+u<1l

Donc Ax + py O B, donc B est convexe.

Notons que la démonstration ci-dessus n'utilise pas|'homogénéité de f.

O : Soient x, y [0 E. Il suffit, d'aprés 1) de montrer que f(x +y) < f(X) + f(y)

Soient o O ]f(x) ; +eo et B =]f(y) ; +eo[. Ainsi, ona: %<1et% <1

Clest-a-dire, f étant homogene: f (g) <letf (%] <1

Donc, g et % sont éléments de B. Ce dernier &ant convexe, ona: OA, O[0; 1] telsqueA +p=1:
X y
A—+pu= OB,
a HB
En particulier, en choisissant A = a etpu= B ilvient: ——+ y
o+p a+f a+Bf a+p

Autrement dit, f étant positivement homogéne: f(x+y) < a + [

En passant alalimite (lorsgue a tend vers f(x) et lorsque B tend vers f(y)), il vient :
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fx+y) <o+
Cest-a-dire f(x +y) < f(X) + f(y) et d'apres 1), f est convexe sur E.
Démonstration de I'inégalité de Minkowski :
n Yo
On considére I'application: f: R — R, X = (Xq, s Xo) F> (Z|x,|p] oup O[1; +oof.
i=1

Déja, Commep = 1, fP est convexe:
Considérons, pour tout i [ [1 ; n] lesfonctions suivantes :

gi: R" - R, X=Xy, oo, X0) > X & bR > R, % > [x].
Les fonctions h; sont convexes sur R* (puisque dérivables sur R* lorsque p > 1 et hi(x) = pxX* ~ * avec h/
croissante sur [0 ; +oo[ avec le prolongement h'(0) = 0). Par parité, on en déduit que les fonctions h; sont
convexes sur R.
On en déduit que les fonctions g; sont convexes sur R" : O y) O R" xR , O\, p) O[0; 1]? tels que
A+p=10na: giAx+py) = Ax + pyiP = hi(Ax + py;) < Ahi(x) + phi(y) = Ag(3) + pg(y).

Donc, d'apres le théoréme (assertion 2 =) appliquéa [P, I'ensemble B, ={x O E| fP(x) < 1} est convexe.
Or, fP(® <1 = f(x) <1,donc B,={xOE]|f(x) < 1}. Cedernier étant convexe, on en déduit d'aprésle
théoréme (assertion 2 [0 ) que f est convexe d'ou (théoréme assertion 1 =) :

Ox,yOR" : f(x+y) < () + F(y)

Ce qui sécrit encore (en notant X = (Xg, ..., Xn) € Y= (Y1, oy Yn)) :

Sneat] < (S ()
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