FONCTION RECIPROQUE D'UNE FONCTION CONTINUE, D'UNE
FONCTION DERIVABLE. EXEMPLES. ON SE LIMITERA AUX
FONCTIONS NUMERIQUES DEFINIES SUR UN INTERVALLE DE R

Remarques générales

* “Que penser d’'une legon sur les fonctions réciproques qui ne signale pas - ni n'illustre - la symétrie des deux
graphes ?” (Rapport du jury 1990)

« “ll faut avoir réfléchi a la pertinence des hypothéses des théorémes que I'on cite R“Si R est continue et
strictement croissante, I'image par f d’un intervalle | est un intervalle J de méme nature.” — "Est-ce encore vrai

si 'on suppose seulement f continue ?” — “Je ne sais pas.” Le jury, magnanime, a alors proposg, f(x) = x
I=1-1, 1] ...” (Rapport du jury 1992)

Plan

1. Fonction réciproque d’'une fonction continue

a) Position du probléme

Soit f une fonction numeérique continue définie sur un intervalleR.den sait que f(I) est un intervalle. Si f est
injective, f réalise une bijection de | sur f(l) et on peut définir une fonction réciprogegifest comme f une
fonction numérique définie sur un intervalleReOr les fonctions continues et injectives sur | sont caractérisées
par le théoréme :

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est continue et injective
(i) f est continue et strictement monotone
(iii) f est strictement monotone et f(l) est un intervalle.

Il suffit donc d’étudier les fonctions continues et strictement monotones sur I.

b) Théoréme des fonctions réciproques

Soit f une fonction numérique continue et strictement monotone sur un intervalle | d’extrémités a etfd)(¢lans
Alors :

i) f(I) est un intervalle de méme nature que | (ouvert, fermé, semi-ouvert) d’extrémtést Iignf ;
a

(ii) f est une bijection de | sur f(l) ;

(iif) £ est continue et strictement monotone, de méme sens que f ;
(iv) dans un repére orthonorme, les courbes représentatives dé sﬁcmtfsymetnques par rapport a la drpite
d'éguation y = X.

ConséquenceCaractérisation des homéomorphismes d'un intervalle | sur un intervalle J. Dans I'ensemble des
intervalles deR, il y a cinq classes d’homéomorphie: cellesidq0}, [0, 1], [0, 1[ et ]O, 1].

Application: Nombre de racines d’une équation a partir de I'étude des variations de la fonction correspondante.
¢) Exemples

Fonctions réciproques de Inx x", sin, cos, tan, sh, ch, th.

Exercice 1 Montrer que f :X — réalise une bijection de sur ]-1, 1[ et calculer¥.

X
1+x]|
Exercice 2: Soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a, b]. Montrer que

¢~ bt (b)—af () - [ f . Application : calouler = [ cos{~2 cod L cos ) d
Ia =bf(b)-af(a) J’f(a) . Application : calcule —I_l cos {2 cog 3 cos ™ x| | dx.



Exercice 3: Soit f une application contractante BedansR. Montrer que I'applicatiorF : R? - R?,
(X, y) > (x+1(y), y +f(x)), est bijective.

2. Dérivabilité d'une fonction réciproque

a) Théoréme de dérivation d’une fonction réciproque

Soit f un homéomorphisme de l'intervalle | sur I'intervalle J. Alors :
(i) 1 est dérivable en un point x de J ssi f est dérivable¢x),fde dérivée non nulle ; dans ce cas,

- 1
f X)) =g
(00 = 7100
(i) f* est de classe*Gur J ssi f est de classé €ur | et si f ne s'annule pas.

Applications: Inversion locale d’une fonction numerique. Calcul approché d’'une racine a d’une équation par la
méthode des approximations successives lorsque | f'(a) | > 1.

b) Exemples
Dérivées des fonctions réciproques des fonctions usuelles.
Application: Intégration des fonctions rationnelles.

c) Développement limité d’une fonction réciproque

Soient | un intervalle dB contenant O, et f une application continue et strictement monotone sur |, admettant au
voisinage de 0 un développement limité & un ordre n non nul et une partie prineipateavec & 0. Alors f!

admet au voisinage de 0 un développement limité a I'ordre n et une partie primeﬁpaée.

Pratiquement, le développement limité desfobtient & partir de I'égalité’f o f(t) = t. En particulier, si
f(t) =t+at" +o(t"), alorsf 1(t) =t —at" + o(t").

Exercice 4 Montrer que pour tout X 0, 'équation ¥ + xy = 1 a une solution unique et que I'application
X >y est de classe”CsurR* ; donner son développement limité & I'ordre trois en O.

Exercice 5. Montrer quetanta+tan™b = tan‘l%+ ki, aveck =0siab<1,k=1siab>1et
a>0,k=-1siab>1eta<0.Endéduire I’égaﬁtéthan‘lé—éltan‘lflg et un calcul det
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