INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

Remarques générales

Programme : Passage a la limite uniforme dans les intégrales de fonctions continues sur un segment : application
a la dérivation de la limite d’une suite de fonctions de clags&Emples de passage a la limite dans les

b
intégrales impropres. Continuité et intégration des fonctions de la fmmqf(t, X) dt, ou f est continue ;
a

dérivation lorsqu’en outr% est continue. Exemples de fonctions définies par des intégrales.

Plan

1. Intégrales sur un intervalle compact
a) Cas d’'un parameétre entier

Soient a et b deux réels gf)(fine suite d’applicationsontinues de [a, b] dahs

Si (f)) converge uniformément sur [a, b] vers une application f, alors f est intégrable sur [d, b] et

b b t
f= lim [ f,. De plus, pour tout €l[a, b], la suite des primitive% HIfng converge uniformément sur
a n-+o ja C

t
[a, b] vers I'applicationt If .
C

Application: Soient | un intervalle dB et (f) une suite d’applications de classtd® | dan. Si la

suite des dérivéeé"n) converge uniformément sur | vers une application g, et s'il exislietel que la
suite (f,(c)) converge, alors (f converge uniformément sur tout compact de | vers une fonction f, f est
dérivable sur | et f' = g.

b) Cas d'un paramétre réel
Soient deux réels a et b, | un intervalleRlef: [a, b] x | -~ K une applicatiortontinue. On s’intéresse aux

b
propriétés de I'application F : 4 K définie par F(x) :J'f(t, X) dt.
a

(i) Continuité :F est continue sur I.
d b d

(ii) Intégrabilité : F est intégrable sur tout segment [clId] et IF(x) dx =J' gff(t, X) dxgdt.
Cc a Cc

(iii) Dérivabilité : Si f admet une dérivée partielle par rapport a x %t;sbst continue sur [a, K1, alors F esf

b
de classe Esur | et F'(x) :J %(t, X) dt.
a

/2
Application 1 :Pour x > -1, calculer F(x) i In(1+xsin?t) dt.
0

2
Application 2 :Pour x# 1, calculer F(x) :J'tX Int dt.
1

b - cost dt

1L
Application 3 :Pour 1 < a < b, calculer | f In=—cost &
0



2. Intégrales généralisées

a) Préliminaires

Pour une famille d’intégrales généralisées dépendant d’'un parameétre (entier ou réel), notions de convergence
simple et de convergence uniforme. Conditions suffisantes de convergence uniforme : critére de Cauchy,
convergence normale, régle d'Abel.

b) Cas d'un paramétre entier
— b
Soient aldR, bOR, et (f) une suite d’applicationsontinues de [a, b[ dans telle que I’intégralej f, soit
a

simplement convergente.

b
Si (f,) converge uniformément vers une application f sur tout segment(afag]bl, et si l'intégralef f, est
a

b b b
uniformément convergente, alors I’intégrrjfé est convergente ﬁif = lim [ f,
a a

n-+oja

1 _ +o00
Application: Cas des séries. Exemplf :—M dt = Z iz
0 t n=0 n

¢) Cas d’'un parametre réel

Soient alR, b O R, | un intervalle deR, f: [a, b[x | — K une applicatiorcontinuetelle que I'intégrale

b
J’f(t, X) dt soit simplement convergente sur |. On s’intéresse aux propriétés de I'application K :définie
a

par F(x) =I?(t, X) dt .

b
(i) Continuité :Si I’intégraIeIf(t, X) dt est uniformément convergente sur |, alors F est continue sur I.
a

—F

b
(i) Intégrabilité : Si I’intégraIeIf(t, X) dt est uniformément convergente sur un segment [, Idjlors F es
a
o o b,.d 0 d b, 0
intégrable sur [c, d], I’mtegralq DIf(t’ x) dx - dt est convergente TF(X) dx :I |jJ'f(t, x) dx it
a Cc C a C

(iii) Dérivabilité : Si f admet une dérivée partielle par rapport a %siest continue sur [a, B[l et si l'intégrale

b b
J %(t, x) dt est uniformément convergente sur |, alors F est de cldssar Cet F'(x) :J' %(t, X) dt.
a a

+ 00

Application 1 :La fonction I (x) :Ie“tx‘ldt est de classeGsur 10, 4o et ['(1) = -y, ouy est la
0

constante d’Euler.

+00 —X(l+t2) oo =
Application 2 :En étudiant la fonction F(x) % el+—t2 dt, montrer quej' e du= %
0 O
+o00 q +00 o
Application 3 :En étudiant la fonction F(x) ]50 e ™ sTnt dt, montrer quﬂ'0 sTnt t = T—ZT
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