EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D'ORDRE DEUX
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Contexte :

Remarque :
Si y est une solution de (E) sur | alorsy

| est unintervalle non vide et non réduit a un point.

a, b et ¢ sont des applications continues de | dans K. (K = R ou C) st nécessairement dlément de C2(1) car :

On considere les équations différentielles suivantes : y'=c-ay -by
(E):y' +ay +by=c Donc y" est continuesur | (car a, b, ¢,y

(E)):y" +ay +by=0 ety lesont).

Idem si y est solution de (Eo).
(Equation sans second membre)

On notera (1) (resp. 1)) I'ensemble des solutions de (E) (resp. (Eg)) sur l.

On note également () : r?+ ar + b = 0 I'équation caractéristique de (Eo).
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1. Existence de solution

1.1. Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire d'ordre 2

Etant donnést, 0 | et (a, B) O K2 il existe une unique solution y sur | au probléme:

. (E)
(P): _ ey
y(to) = a et Y(ty) =B

Démonstration :
0 1 0 a
Remarquons quel'on a: yj = y + et y (to) = v ,
y -b -a y c y |3 On ramene |'étude d'une
équation différentielle linéaire
R SIS R B rdedns
PosonsY=| ° [, A= , B= etYy,= . d'ordre 2 a celle d'un systéme
y ~b -a ¢ B différentil dordre 1

Ains e probléme (P) est équivalent a:

Y=AY+B et Y(to) = Yo
Le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire pour les systémes différentiels d'ordre 1 assure I'existence et I'unicité
d'une solution sur 1.

En conséquence, le probléme (P) admet une unique solution sur 1.

Maintenant que nous sommes assurés de l'existence de solutions, précisons la structure de I'ensemble des

solutions.

1.2 Théoréme Espace vectoriel (1)

L'ensemble des solutions Sy(1) de (Ep) sur | est un K-espace vectoriel de dimension 2.

Démonstration :
Montrons que S(1) est un espace vectoriel.

Soit f I'application : f:CY() - C()
y=y +ay +by

Il est clair que f est une application linéaire. (Linéarité de la dérivée)

Et comme : Ker f={ydC(l)|y" +ay +by=0} = ()

On en déduit que Sy(1) est un espace vectoriel (en tant que sous-espace-vectoriel de C%(1))
Montrons que dim (1) = 2.

Soit to [ |. Considérons I'application :

9:S() - K?
y > (Y(to), ¥ (o))

Il est clair que g est linéaire. De plus g est bijective d'aprés le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Donc g est un isomorphisme d'espaces vectoriels. Comme dim K? = 2, on en déduiit :

dim S(1) =2
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1.3. Conséguence
Soient y; et y, deux solutions linéairement indépendantes de (Eo) sur I. Alors:

On dit aussi parfois:
y1 €t y2 forment un systéme
yOS() =« OA B OK? y=Ay, +By, fondamental de solutions...

1.4. Théoreme Espace affine 1)
L'ensemble des solutions 1) de (E) sur | est un K-espace affine de dimension 2 et de direction S(1).

Démonstration :

Soit ¢ I'application : o) xS - () Espace affine : soit E un espace vectoriel.
Y ¥2) P Y1 Y2 On dit que E est un espace affine associé a E il
On vérifie que ¢ est bien avaleur dans S(1) : existe une pplication :
s i+ay+by=cet yiraystby=c|  PEXE - EMPDO0LP)
telle que:
Alors, par différence (1-y2)" +a(yi—-yl) +by1-y2)=0 | ®(M, P) + o(M, Q) = 6(M, Q) (Chasles)
Donc y1— Y2 O S(1) « OulE,000EOMOE u=4(0, M)

On vérifielarelation de Chasles pour ¢ :
O Y2 ¥2) O (S1)° 01, ¥2) + 02, ¥2) = Y1 = Y2 + Yo = Y3 = Y1 = Y3 = 0(¥1, Y3)
Et enfin, on vérifie lapropriété:
Ou 0 S(1), Oyo O 1), Oy O ), ¢(¥o, y) =u
Soient u [0 (1) et yo O ).
Onadonc: u"+au +bu=0et yy+tay,tby,=c
Posonsy =yo — u. Alors, (Yo, y) =uety O ).
Enfin, sil existez O (1) tel que ¢(yo, 2 = u, Cest-adirez=y,—uadorsz=y.
On conclut : (1) est un K-espace affine associé a (1)
Et comme, dim S(1) = 2, on g, par définition, dim 1) = 2.

1.5. Conséguence
Lasolution générale de (E) est la somme de la solution générale de (Eo) et d'une solution particuliére de (E).

Démonstration :

Notonsy, = Ay; + By, lasolution générale de (Ey). ((y1, Y») est une base de (1) et (A, B) O K?)
Notons y, une solution particuliére de (E).

Il est clair que o + Y, est solution de (E).

Reéciprogquement, soit y une solution de (E). Alorsy -y, est une solution de (Ep). Doncy =y + .

On amontré: yOsl) « y-y, O0&(1)
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2. Wronskien

On avu au parapraphe précédent que |'espace des solutions (vectoriel ou affine) est de dimension 2.

Présentons un outil permettant de vérifier smplement si deux solutions sont indépendantes ou non.

2.1 Définition Wronskien

. L L. Onadonc:
Soitent y; et y, deux applications dérivables sur I.
WYL, Y2) =y1y, = Yoy,

On appelle Wronskien dey, et y, I'application définie sur | par :

Yi Y

WY, ¥2) = .
Y1 Y2

Remarque: s y; et y, sont éléments de C"(1) (avec n O N'), alors Wy, Y,) est éément de C"™(1).

2.2 Propriétes du Wronskien

1. Ona: yietysliéessurl = Wy, yo) =0surl
2. Si, deplusy; ety, sont éémentsde (1) alors:
yietyslieessurl < [ O1, W(yy, ¥2)(to) =0
yi et y» indépendantessur | = Ot O 1, W(yy, Yo)(to) #0

Démonstration :
1. Supposonsy; ety,liéessurl :
A, B) 0 K?*\(0,0), Ay, +By,=0sur|
Alors: AWYL, Vo) =AY Yo — AV, Yi=-By, Y, +By,y,=0sur |

Donc A=00uW(y,, ¥o) =0sur |
Maisss A=0adorsB#0etBy,=0surl. Doncy,=0. Donc W(y, y») =0sur I.
Réciproquement, supposons W(yy, y») =0 sur |.

Alorsle systeme

AL+ 1y, =0
{ it HY dinconnues A et p dans K

Ay iy, =0
n'est pas de Cramer.
Comme il admet la solution triviale (A, ) = (0, 0), on en déduit qu'il admet une infinité de solutions.
Donc, il admet une solution (A, B) # (O, 0) et en particulier :
Ay;+By,=0surl
Ce qui signifiequey; et y, sont liées sur |
2. Supposonsy; et y, liéessur |. Alorsd'aprés 1, on aW(yy, y») = 0 sur |. Donc, afortiori :
Mo U1, WY1, Y2)(to) =0

Réciproquement, supposons: 0o O 1, Wy, V2)(tg) =0
Commeyy; et y, sont solutions de (E), elles sont éément de C(1). Donc W(y:, y») est élément de C(1) et :

WYL Y2 = Vi Yo+ Y1 Yo = Y1 Yo= Vi Ya=Ya(-aYo = bys) = ya(-ay; = byr) =-a Wy, o)
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On en déduit : KOK, OtOlL Wyy, y2)() =K e™

(o 01, WAy, Y2)(to) =0
Donc K=0

Or, par hypothese :

Et daprés1: yi et y, liéessur |

La derniére équivalence est la contraposée de la précédente.

2.3. Théoreme Casdes coefficientsa et b constants dans (Eo)
Si I'équation caractéristique : rP’+ar+b=0

e admet deux racinesr; et r, dans C, alors:

S ={y:t0l > Ae™+Be" ((A B)OK?}

» admet uneracine doublery dans C, alors:

S ={y:tdl > (A+Bt)e" ((A B) OK?%

On recherche des solutions de (Eg) sous

laforme: y(t) = €". Clest ainsi qu'on

obtient I'équation caractéristique.

Démonstration :

Comme on sait que dim SY(1) = 2, il suffit de vérifier (al'aide du Wronskien) que I'on a un systeme fondamental

de solutions::
rnt rot
. e 1 e 2
Deux racines: We", e =
ne r.e?
lot rot
i e’ te’©
Racine double : wWe' , te") =

o€ (rot + e’

3. Résolution de (Ey)

=(r,-r) e 2 0carr 1,

=eX'£0

S K=Retry, r, 0C, dorsen
notantri=a +ip, (r=a —ip)
I'expression des solutions devient :
y(t) = e(Ccos(Bt) + Dsin(Bt))
ot C=A+Be D=A-B

Il n'y a pas, a ma connaissance, de méthode générale pour trouver d'emblée deux solutions indépendantes de (E).

3.1. Pour résoudre (Ep) il faut donc déa connéitre au moins une solution. (On peut rechercher une solution

évidente sous forme polynomiale ou exponentielle, ou rechercher une solution développable en série entiére :

Voir série d'exercices correspondante)

Connaissant alors une premiére solution de (E), on peut (sous certaines conditions) en trouver une autre qui lui

est indépendante. C'est la méthode de Lagrange.

3.2. Théoreme Méthode de Lagrange (ou de variation de la constante)

Supposons connue une solution y; de (Ep) ne s annulant passur I.

On peut déterminer une solution y, de (Eg) qui soit indépendante de y; par la méthode de la variation de la

constante en posant : y>=Ay; ol OCXI)
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Démonstration :
Ona: Vo= ANyi+Ay;
Ya=A" Y1+ 2Ny FAYI =N Y1+ 2Ny + A (-ay - by)
En remplacant dans (Ey) :
A'yi+2N y + M-ay;—by)+a(\'yi +Ay;) +bAy, =0
yiA"+(2y; +ay)A' =0

Posons L =A'. Commey; ne sannule passur | :

Remarque: si y; Sannule
sur |, on appliquela
méthode ci-contre aun
intervalle J O | sur lequel y1
ne sannule pas. Puis, on
vérifie, aposteriori, quela
solution y, obtenue sur J est

encore valable sur |.

u‘+(2ﬁ+a]uzo

En fait, sl on ne choisit pas de constante
particuliére, p est delaforme:
u(t) = H e
Puis:
AD=H[ e*®a+K
to
Puis:
Vo) = (H [ et +K) x ya()

est alors la solution générale de (Eo)

Y1
D'otl, par exemple:: p(t) = e2nOD-AO oy A est une primitive de a
e A
Donc: A() = 5
(y1(D)
- A(t)
D'ou: A estune primitivedet > >
(1)
Vérifions que lasolution y, ains construite est indépendante de y;. Pour cela, on calcule leur Wronskien :
Y1 Ay, V2 A
WY1 ¥2) =Wy A yd) =|° =N yL=¢€
i Ay tAy; !
Donc : Oto O 1, WYy, ¥2)(to) 20
Ce qui permet d'affirmer quey; et y, sont bien indépendantes.
Exemple : résoudre (Eg): (t+1)y"' -y —ty=0 surl =]-1, +oo]

Il est clair quey; : t > €' est solution de (Ep).
y1 ne sannule pas sur |. Posons: Yo=Ay;
Onaalors: Yo () = A +N'(D) €
Yo () = (MO + 20 +A"(1) €
En remplacant dans (Ey) :
(t+ 1) (A(t) + 2\'(t) + A"(t)) €' = (\®) +N'() € —tA(t) e'=0
t+DA"@®+t+DAN () =0

A1) + (2 - t—il]x(t) =0
N(t) =K(t+1) e
En choisissant K =1 AN =(t+1) e
Posons : At = (at +b) e
Alors: A'(t) = (a—2at - 2b) €2
D'ou: a:—%;b:—g
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. _(_1 3-zu_(1 3]—'{
Donc: )=|-—=t—-——|e“e=|[-=t—-—|e
y) ( 2 4] 2 4
Et: S(-1, +oo[) = {y:t O]-1, +oo] > Ae' + B(—%t - %) e, (A B)OR?%
3.3. Application :

Résoudre |'équation d'Euler :
Méthode 1 :

(E)):at’y" +bty +cy=0 sur | =]0, +oo

On recherche des solutions sous laforme y(t) = t', avec r 0 C.

Onaalors:

Et commet>0:

at’r(r—- D)t 2+btrt™+ct' =0

ar®-r +br+c=0

On obtient I'éguation caractéristique d'Euler :

(Q):ar’+((-ar+c=0

Si (¢) admet deux racines distinctesr et r, alors, on obtient deux solutions :

On vérifie que ces deux solutions sont indépendantes en cal culant leur Wronskien :

Ot 01, Wy, Y2)(t) =

D'ou :

yit) = t" et y,(t) = 12

t" t"
ntttont Tt

S ={y:td1 > At" +Bt"?, (A B) O R?%

Si (¢) admet une racine double rq alors on obtient une premiére solution :

yi(t) = t°

On appelle égquation d'Euler (d'ordre 2)
toute équation de laforme:

at?y'() +bty() +cyt)=0

oli(a,b,c) 0K xKxK

Deux techniques de résolution :
1) Rechercher des solutions sous laforme
y(t) =t"avec r O C, comme ci-contre.
2) On posey =zo0In. On obtient une
équation en z a coefficients constants.
On utilisealors 2.3.

= (r2 - rl) tr1+r2_l z0 car rA#r,

Cette solution ne sannulant pas sur |, on peut appliquer la méthode de Lagrange (3.2.) pour trouver une seconde

solution y, indépendante de y; :

Posons :

On a successivement :

yo(t) = A(t) t° avec A O C(1)

Yo (®) =N(@) t +roAM) tot

ya () A" (1)t + 2rg N'(t) t M+ ro(ro — 1) A(t) t072

En remplacant dans I'équation d'Euler, on obtient :

at?(A"(t) t + 2rg N'(t) t T+ ro(ro — 1) A(t) t72) + bt(A'(t) t +roA(t) t° ) +cA(t) t =0

atr A" (t) + (2argtb) 1" N'(t) + (aro(ro— 1) +bro+¢) t A(t) =0

Et commer, vérifieary(ro— 1) + bro+ ¢ =0, il reste:

atoZA"(t) + (2are+b) t* A'(t) =0

Or, rg est racine double de (¢) donc 2ar, + (b —a) =0 dou:

Et commeat™*2£0:

atvm2A"(t) +at® AWM =0

N0+ IND =0

Posons L = A', ainsi hous avons une équation du premier ordreen . :
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RO+ 3 1D =0

N - 1
D'ou: u(t) = Kle Int = K]_ ?

AM) =Ko Int + Ky

Et finalement : Yo(t) = (Ky Int + Kyp) t'
Une base de Sy(1) est donc : (tth t - (Int) th)
Méthode 2 :

On pose: y=zoln
Clest-a-dire: y(t) =Z(Int)
Onaalors: yi(t) = %z(lnt)

wm:%fwo—%ﬂmo

En remplacant dans (E,) et en posant x =1Int:
az'(x)—az(x)+bzZ(x)+czx)=0

On obtient une équation en z a coefficients constants.
Notons (Q):ar’+((-ar+c=0
Si (¢) admet deux racines distinctesry et r, alors:

7X)=Ae"+Be™*

y(t) =z(Int) = At" +Bt"

Si (¢) admet une racine doublery aors:

Z(X) = (A + Bx) e"*

y(t) =z(Int) = (A+BInt) t"

4. Résolution de (E)

On suppose, dans ce paragraphe que |'égquation sans second membre (Ey) a déja été résolue.
Si I'on connait une solution particuliére de (E), on peut résoudre complétement (E). (Car S(I) est un espace affine
dedirection S(1)).

A défaut, on présente une méthode ci-dessous qui peut permettre de déterminer une telle solution particuliére.
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4.1. Théoréme Méthode de variation des constantes Cette méthode permet de calculer une soltion
Supposons connue une base (Y1, Y2) de S(1). particuliére de (E). (Sous réserve de déterminer les
1. Lesystéme: primitives H et K)

h 0
(y? yz] ( ] = ( ] d'inconnues h et k dans CX(1) Attention : ¢ représente
i Y2 c

le second membre aprés
admet une unique solution. nor malisation !

2. S Het K désignent des primitivesde h et k sur |, alors|'application

y=Hy +Ky,
est éément de X1).

Démonstration :
1. Commey; ety, sont des solutions indépendantes de (Ep), on a, d'aprés les propriétés du Wronskien :
Ot 01, Wy, y2)(8) # 0
Or, W(y1, Y»)(t) est le déterminant du systeme.
Pour chaquet O I, le systéme admet un unique couple (h(t), k(t)) solution.

Donc, le systéme admet un unique couple (h, k) solution sur (C*(1))%

2. Ona: y=hyi+Hy;+ky, +Ky,
Or,hy; +ky, =0, donc: y=Hy +KYy,
Dlou y' =hyi+Hyi+ky;+Ky;

Or,hy; +ky,=c,dou:
y'=c+H(-ay;—by) +K(-ay,-by)=c-aHy; +Ky,) -b(Hy; +Ky,) =c-ay - by
Doncy O ).

1 m 7
Exemples 1 : Résoudre BE):y'+y= —— sur l=]-—; =
Exemples 1 By +y oSt ] > 2[

La solution générale de I'équation sans second membre est :

t > Acost+Bsint ol (A B) 0 R?

3 . cost sint) (h(t) 0
Résolvons e systeme : ) = 1
—snt cost) \Kk(t) st
On trouve: h(t) =-tant etk(t) =1
D'ou: H(t) = In(cost) et K(t) =t
Une solution particuliere est : y(t) =In(cost) cost +tsint
D'ou: Sy ={y:t D]—g; g[ > (A+ €' In(cost)) cost + (B +1) sintt, (A, B) 0 R?
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Exemple 2 : Résoudre (E):t?y" +ty —y =2t surl =]0, +oo

La solution générale de |'équation sans second membre (équation d'Euler) est :

tl—)At+TB ol (A, B) 0 R?

L'éguation normalisée est : y'+ %y - tizy: %

) . t &) (ha)_ (O
Résolvons e systéme : 1 =12

1 = J\k(t) B
t
1

Ontrouve: h(t) = T et k(t) = -t

- 1,
D'ou: H() =Int et K(t):—zt
Une solution particuliere est : y(t) :tlnt—%
D'ol: S(I):{y:tD]0,+oo[l—)A't+TB+tInt (A, B) O R%

4.2. Etudions le cas des équations différentielles a coefficients a et b constants avec un second membre
particulier :
(B):y'+ay +by=c aveca,b0K etcC(l) "simple"

4.2.1. Théoréme Casd'un second membre polynomial

(BE):y'+ay +by=P aveca, b0 K et POK[X]
Notons n = deg P. Il existe une unique fonction polynomiale Q de degré n tel que:
 t > Q(t) solutionde(E) sib#0.
e tH>tQ(t) solutionde(E)sb=0etaz0
« t > t?Q(t) solutionde(E)sb=a=0.

Démonstration :
» Supposonsb £ 0.
Considérons I'endomorphisme ¢ KX - KiX]
Q> Q'+aQ +bQ
OnaKer ¢ ={0} car lessolutionsnon nullesde (Ep) : y* +ay + by =0 ne sont pas polynomiales (2.3.)
Donc ¢ est bijectif. Donc, pour tout P O K[ X], il existeun unique Q O K [X] tel que: P = ¢(Q)
Cest-a-dire: Q"+aQ +bQ=P
Il existe donc une unique solution particuliére polynomiale Q.
Enfin, le degré de Q est leméme que celui de Q" +a Q' + b Q = P, donc égal an.
» Supposonsb=0eta#0.L'égquation (E) sécrit:y" +ay =P
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Considérons I'endomorphisme ¢ Ki[X] - Ki[X]
R— R +aR

OnaKer ¢ ={0} car lessolutionsnon nullesdey' + ay = 0 ne sont pas polynomiales.
Donc ¢ est bijectif. Donc, pour tout P O K,[X], il existeun unique RO K,[X] tel que: P =¢(R)
Cest-a-dire: R+aR=P

Et on anécessairement : deg R=n.

Soit y une solution polynomiae de (E) : y'+ay =P
Donc y'+ay =R +aR
Par injectivitéde ¢, on a: Yy =R

Doncy est une primitive de R. 1l en existe une seule qui Sannule en 0, donc de laforme::
y(t) =t Q(t) avecdegQ=n

Commey est unique, Q I'est également.

» Supposonsb =a=0. L'équation (E) sécrit : y'=P

Donc y est une fonction polynomiale de degré n + 2. (Obtenue par double primitive de P)

Il en existe une seule vérifiant les conditions y(0) = 0 et y'(0) = O, c'est-a-dire de laforme :
y(t) =t? Q(t) avecdegQ=n

Commey est unique, Q I'est également.

Dans la pratique, on identifie les coefficients (en remplacant dans (E)) pour déterminer Q.

4.2.2. Théoréme Cas d'un second membre en "exponentielle-polyndme"
(E):y'+ay +by=e¥P(t) aveca, b0 K et P O K[X]
Notons n = deg P. Il existe une unique fonction polynomiale Q de degré ntel que:
« t > Q(t)e¥ solution de (E) S sn'est pas racine de I'équation caractéristique (£) : r’+ar +b=0
« t>tQ(t)e¥ solutionde(E) s sest racine simple de (§)

« t > t?Q(t)e¥ solution de (E) si sest racine double de (£).

Démonstration :

Posons : y(t) = z(t) e
< Remarqgue : pour toute équation de
Onaadlors: y(t)= (Z(t) +szt)e laforme:
y'(t) = (Z'(t) + 252(t) + S () €% y'+ay +by= e f()
En remplacant de (E) : Z'+(2s+ta)z+(S+as+b)z=P lefait de poser y(t) = (t) ¢* donne
On applique alors 4.2.1. une équation en z plus simple.
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4.3.3. Théoréme Principe de superposition
Supposons que I'on connaisse une solution particuliére y; des équations différentielles:
(B):y'+ay +by=c (L<i<n)ouc OC()
Alors, Zn: y; est une solution particuliere de I'équation :
i=1

(B):y +ay+by=)¢

i=1

Démonstration :
Immédiat par linéarité de ladérivée.
Exemple : résoudre (E):y"' -3y +2y=cht surl =R
Solution générale de I'équation sans second membre :
yo(t) = Ae* + Be'
Cherchonsune solution particulierede:  (Ep) :y"' -3y +2y= % e
Comme s = 1 est racine simple de I'équation caractéristique r’ — 3r + 2 = 0, on recherche une solution particuliére
y, sous laforme: yi() =Kt €
yi() =K(t+1)e€

yi (1) =K(t +2) €

En remplacant dans (E;), on obtient : K = -%
D'ou: yl(t) - %tet

Cherchons une solution particulierede:  (Ep) :y' —3y' +2y= % e’

Comme s = -1 n'est pas solution de I'équation caractéristique, on recherche une solution particuliére y, sous la

forme: yo(t) =Ke™
Y2 () = -Ke™
y2 () =Ke™
En remplacant dans (E,) : K= é
N 1 _
D'ou: yo(t) = T t

D'apres |e principe de superposition, une solution particuliere de (E) est :

l t 1 _t
H=-=te'+ — e
y(®) > o
D'ol : SR)={y:tOR > Ae2t+(B—%t)et+l—12e"t,(A, B) O R%
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5. Appendice

5.1. A propos des conditions de Cauchy

Il est indispensable d'avoir deux conditions du type y(to) = Yo €t Y'(to) = Y1 (ce qu'on appelle des conditions de
Cauchy) pour sassurer de I'existence et de l'unicité de la solution. Si tel n'est pas le cas, e nombre de solutions
peut étre trés variable (de 0 al'infini...)
Exemple 1 : résoudresur R : y" + 1€y =0 avec y(0) = 0 et y'(0) = 0. (Conditions de Cauchy)
L'équation caractéristique est r? + T¢ = 0 qui posséde deux racines complexes conjuguéesr, = iTtet r, = —iTt
Les solutions sur R sont les fonctions y définies par : y(X) = A cos(TX) + B sin(1x)
En dérivant, on obtient : y'(X) = A Ttsin(1X) + B TTcoS(TX)
Les conditionsy(0) =0 et y'(0) = 0 nousdonnent : 0 =A et 0 =B.
Conformément au théoréme de Cauchy-Lipschitz, on a bien une unique solution'y = 0.
Exemple 2 : résoudre sur R : y" + 7€ y = 0 avec y(0) = 0 et y(1) = 0. (Ce ne sont pas des conditions de Cauchy,
mais de Dirichlet)
Comme précédemment, les solutions (Sil y en a) sont de laforme : y(X) = A cos(TiX) + B sin(Ti)
La condition y(0) = 0 donne 0 = A et la condition y(1) = 0 donne 0 = —A, donc A = 0.
Et il n'y aaucune contrainte sur la constante B, donc I'équation admet une infinité de solution de laforme :
y(X) = B sin(Tx).
Exemple 3 : résoudre sur R : y* + 18y = 0 avec y(0) = 0 et y(1) = 1. (Ce ne sont pas des conditions de Cauchy,
mais Dirichlet)
Comme précédemment, les solutions (Sil y en a) sont de laforme : y(x) = A cos(Tix) + B sin(Ti)
La condition y(0) = 0 donne 0 = A et la condition y(1) = 1 donne -1 = A, d'ou une incompatibilité.

L'équation donnée avec les conditions proposées n'admet donc pas de solution.

5.2. Lemme de Gronwall

Soient (a, b) O R?aveca<b, ¢ et Y :[a,b] — R positives et continues. On suppose::

COR,, 002 bl 60 < C+ [ 6(9) w(s)ds

IIIIJ(S)dS
Alors: OtO[a b], p(t) < C e?

Démonstration :
Posons G:[a,b] - R
u - j uL|J(s) ds
U U o(s) W(S) ds] e
a
Comme les applications ¢ et  sont continues, on en déduit que G est de classe C* sur [a, b] (primitives obtenues

par des intégrales a borne supérieure variable dont |'intégrande est continue) et :

50l b, 60 =00 v 7 -4 ([ o e

u
a
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, —I uqJ(s) ds u
Ou O [a, b], G'(u) =W(u) e * (¢(U) - ja¢(5) W(s) dS]
Or, par hypothése : OubJ[a b],¢(u)y < C+ juq)(s) W(s)ds

-[“w(s)ds
Donc: OuOJ[a, b],G(u) < Cy(u) e °°
Soitt 0 [a, b]. En intégrant cette inégalité pour u dlant deaett:

—I:w(s) ds

G(t) - G(a) < CItw(u)e du

Par définition de G et comme G(a) =0:
t u t t
t —j w(s)ds —J' w(s)ds —j w(s)ds 0
jq)(s)ljJ(S)dS e’? <C|-e"* <-Ce™ +Ce
a
a

t [KICES
D'ou: U o(s) W(S) ds] <-Cc+ce'”®

a

_ [IICES
Et finalement dt)<Ce?
Application de lemme de Gronwall :
Soitp: [0, +of — R continue et intégrable.
Montrer que toute solution de I'équation différentielle: Pour des raisons de commoité, on ecrit
By - v _ ici une équation différentielle avec un
By +y=py second membre qui dépend dey !
est bornée sur R..
Ona: S(R,) ={y:tOR, > Acost+Bsint, (A, B) 0 R%}
Recherchons une solution particuliere y de (E) par laméthode de la variation des constantes :
3 cost sint) [h(t) 0
On résout : : =
—snt cost) \Kk(t) pt)y(y)

Ontrouve, pour t O R, : h(t) = —p(t) y(t) sint et k(t) = p(t) y(t) cost

Choisissons les primitives H et K qui Sannulenten O':

H(t) = —j; p(s) y(s)sin sds et K(t) = J'; p(s) y(s) cossds
D'ou: y(t) = —U; p(s) y(s)sin sds] cost + U; p(s) y(s) cossds] sintt

t .
Y0 = [ p(s) y(s)sint - 9)ds
Donc, si ¢ est une solution quelconque de (E), alors :

¢(t) =Acost+Bsint+ I; p(s) d(s)sin(t — s)ds

Dou 0] < 1A+ BI+ [ p(s)o(9)] ds
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Et d'aprés le lemme de Gronwall :

{0 [N
€ €

o(t) < (A + [B]) "< (IAI+1BD

Conclusion : ¢ est bornée sur R,

5.3. Enoncé et démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire vectoriel d'ordre 1

Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire dordre 1

Soient :
. | unintervalle non vide et non réduit a un point.
. pON

.« ADC(, M(K))
(A est représentée par une matrice carrée dont les coefficients sont des applications continues de | dans K),
. B OC(, KP)

(B est représentée par un vecteur colonne dont les coefficients sont des applications continues de | dans K).

. toO1 et Yo O KP. On parle d'équation différentielle linéaire

vectorielle du premier ordre (ou de systeme

Alors, il existe une unique solution au probléme de Cauchy suivant : o _ e
différentiel linéaire du premier ordre) défini(e)

Y =AY+B et Y(to) = Yo par une condition initiale.

Démonstration :

D3, remarquons qu'une application Y (de | dans KP) vérifiant Y' = AY + B est nécessairement de classe C* (car A
et B sont continues)

On commence par transformer I'équation vectorielle en une équation intégrale.

Si Y est une solution du probléme de Cauchy, alors pour tout t O I, en intégrant I'équation Y'(u) = A(u)Y(u) + B(u)

pour u alant dety at, on obtient :
Otol, Y - Y(tg) = J' ; A(U)Y(U) + B(u) du
Et tenant compte de la condition initiale Y(tp) = Yy :
OtO 1, Y(O) = Yo + J' :O A(U)Y (U) + B(u) du

Réciproquement, toute application Y de classe C' vérifiant I'équation ci-dessus est solution du probléme du
Cauchy.

On adonc I'équivalence :
t
(Y=AY+B e Y(t) =Yy = Y=Yo+ J' A(U)Y(U) + B(u) du
to

On suppose quel est un segment [a, b]
Notons E = C(I, KP). (E est I'espace vectoriel des applications continues de | dans KP)

On rappelle que E muni de la norme de la convergence uniforme est un espace de Banach.
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En effet, comme | est un segment, les ééments de E sont des applications bornées. Soit (f)n o une suite de

Cauchy d'élémentsde E. Alors:

Pour untel rang N, onaalors:
OxO1L (p>ag>N = [Ifo(9) = f((ll < €)
Lasuite (f1(X)) no~ €st donc de Cauchy dans KP complet donc converge vers un éément f(x) O KP.
On définit ainsi une application f O C(I, KP).
f est bien continue car limite uniforme d'applications continues puisque en faisant tendre q vers +co, on a:
I = follo < &
De plus, f est bornée puisque:: IFlks < If = Folls + liFelko
On abien prouvé que E est complet. C'est donc un espace de Banach.
Revenons ala démonstration du théoréme de Cauchy-Lipchitz.

On considere I'application :

dE - E Pour intégrer un vecteur, on

intégre chague coordonnée.

FioF): | - KP
tH Yo+ J': A(U)F (u) + B(u) du

(O est bien définie puisgue P(F) est continue (car dérivable) sur |)
Montrons que @ admet un unique point fixe.
Soient F et G deux élémentsde E :

FEO - OO = [ AWFW - Gw)du

D'ou: [B(F)(®) - P(C)(Il <

Comme My(K) est de dimension finie, les normes d'applications linéaires sont continues, donc :

IAW(F(W) - G < AW IFW) - GO
Or, AU) 0 Mi(K), doncen notant A(u) = (ay(u), on a: JAWI1 = max ay(u)] < mex e

En posant k = max [|a [k, on obtient : [[&(F)(t) = DG) (D] < K [t = to] [IF = Gl
[y

Montrons par récurrence la propriété :

0 IEO - @01 < b E-g),
Onvient de voir quel'ona (1).
Supposons O (n), alors:
O™ (F)(®) - DG < |A(u>(¢ (u) = ®"(u)) dul < j k——— t°' IF -Gl du
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kn+1|t —t |n+l
R b ) S,

IP7EO - @O < (=7

IF = Glk.

Cequi est O (n + 1). Du principe de récurrence, on déduit : On O N, 00 (n).
En passant ala borne supérieure pour t [ [a, b], on obtient :

knlb _ aln

') - '@ < <2

IF = Glk.

. k"b-a" . o .
Comme la quantité |—|aj tend vers zéro lorsque n tend versl'infini, il existe un entier N pour lequel :
n!

N!

<1

En conséquence, ® est contractante.

Comme E est complet (et fermé), le théoréme du point fixe permet d'affirmer que ®" admet un unique point
fixeYOE.

Onaadlors: (@(Y)) = D(P(Y)) = D(Y)

Par unicité du point fixe de ®", on en déduit : d(Y)=Y

Donc ® admet un point fixe Y.

Si Z était un autre point fixe de @ alors Z serait point fixe de ®" et donc Z = Y.

En conséquence, ® admet un unique point fixe Y.
t

Il existe donc un unique Ytel queY =Y, + I A(U)Y (u) + B(u) du, ce qui démontre le théoréeme de Cauchy-
to

Lipschitz linéaire d'ordre 1 sur un segment.

On suppose maintenant que | est un intervalle quelconque (non vide et non réduit & un point)

On construit alors une suite croissante de segments [a,, by] contenant t, dont la réunion est .

D'aprés ce qui précéde, il existe une unique solution Y,, au probléme de Cauchy sur [a,, b,].

Et par unicité, pour tout n O N, larestriction de Yy.1 a[a,, by] coincide avec Y,..

On définit alors: Y(t) = Yq(t) s t O [an, by

Onaains construit une solution du probléme de Cauchy sur I.

Reste a prouver l'unicité : soit Z une autre solution du probléme de Cauchy sur |, alorsil existeunréel t; O | tel

que Z(ty) # Y(t1), ce qui contredit e théoréme de Cauchy-Lipschitz sur un segment contenant t;.
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