EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D'ORDRE 2 :
X" + a(t) X’ + b(t) = c(t), OU a, b, c SONT DES FONCTIONS CONTINUES

Remarques générales

» On peut supposer connu le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour un systéme linéaire d’ordre 1 (théoréme admis
conformément au programme) ; on peut également le démontrer (voir LELONG-FERRAND et ARNAUDIES).

« Les plus courageux pourront présenter des applications (problemes de mécanique, fonctions de Bessel, ...).

Plan

1. Définitions et notations

K =RouC; lintervalle deR ; a, b, ¢ applications continues de | dins

« Equation différentielle linéaire d'ordre 2 : (L) X" + a(t) X + b(t) x = £(t)

« Solution de (L) : toute application f de | daks deux fois dérivable sur | et telle que pour tout t de | on ait
f°(t) + a(t) £(t) + b(t) f(t) = c(t).

« Equation homogeéne assaciée : (H)  x"+a(t) X +b(t) X=0

« Systéme différentiel d'ordre 1 associé :

(5) [ X =AM X+ B, aveex =(X), A®) =(_ ) -arn):BO=(cth):

2. Résolution de (H)

a) Structure algébrique de I'ensemble des solutions de (H)

L'ensemble S(H) des solutions de (H) eskumspace vectoriel de dimensioh ZToute base de S(H) est

appeléesystéme fondamental de solutions. Il existe une unique solution telle que x et X’ prennent des valeurs
données en un point de | donipéobleme de Cauchy).

« Etant donnés deux élemenj=t f, de S(H), les propriétés suivantes sont equivalentes :
(i) (f,, f,) est un systéme fondamental de solutions

(i) il existe tdans | tel qu%ffll((tt)) f2 ((tt)) 0
1 2

(iii) pour tout t de 1, on %?fl'((tt)) ff%((tt)) 20
1 2

Le déterminant ci-dessus est appeténskien de (f f,).

b) Techniques pour déterminer un systeme fondamental de solutions

« On peut chercher des solutions d'un type particulier (polynémes, exponentielles, puissances) ou plus
généralement des solutions développables en série entiere.

* Lorsqu’on connait une solution fie s’annulant pas sur |, le changement de fonction inconnugzxpefmet
de se ramener a une équation linéaire d’ordre 1 en z'.

Exemple 1:t+1)x"-x'-tx=0
Exemple 2 :(? +t) X" + (t-1) X' -x =0
Exemple 3 :x"+txX +x=0



3. Résolution de (L)

a) Structure algébrique de I'ensemble des solutions de (L)

\ L'ensemble S(L) des solutions de (L) estduespace affine de dimension 2, de direction $(H)

b) Technique pour déterminer une solution particuliere

Soit (f;, f,) un systéme fondamental de solutions de (H). Aloraf § + A, f,, ouA, etA, sont deux fonctions
A f AT, =0

1 F A =)
guadraturegméthode de variation des constantes)

inconnues, est solution de (L) ce qui permet de détermink[ etA, par deux

Exemple 4: (t+1)x"-X -tx=¢

4.Cas ou a et b sont des constantes

a) Résolution de (H)

« L’équation (EC)| #+ar+b=0| estappelééquation caractéristique de (H).

 LorsqueK = C, un systeme fondamental de solutions de (H) est :
(e, e si (EC) admet deux racines distinctestrr,
(e",te") si (EC) admet une racine double r,=rr,

* LorsqueK =R, un systeme fondamental de solutions de (H) est :
(CECED) si (EC) admet deux racines réelles distincfest r,
(e",te") si (EC) admet une racine double r,=rr,
(™ cosPt, e sinft) si (EC) admet deux racines complexes conjuguéesir+ iB etr, = o - if

b) Résolution de (L)

Outre la méthode de variation des constantes, on dispose d’une autre technique lorsque le second membre est
une exponentielle-polynéme :

Si c(t) = €"P(t), ou PO K[X], on cherche une solution particuliére sous la forgred™ Q(t), avec :
degré de Q = degré de P + ordre de multiplicité de m dans (EC).

Exemple 5:x"-3x +2x=(6t-1) &
Exemple 6 :x" +4 X +5x =t &'sint
Exemple 7 :t> X" + a t X' + B x = 0 (équation d’Euler)
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